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Programa 1

1 Programa

8 de Julho, 5a feira

09:00-09:30 Registo e entrega de documentação

09:30-13:00 3.o Mat-Oeste

09:30-09:50 Abertura do Mat–Oeste

09:50-10:30 Paulo Almeida (Universidade Técnica de Lisboa)
Geometria não Comutativa e Aritmética:
uma introdução

10:30-10:45 Café

10:45-11:25 Maria Elfrida Ralha (Universidade do Minho)
José Anastácio da Cunha (1744-1787) e os seus
“Prinćıpios de Geometria tirados dos
de Euclides:” De onde vimos? Para onde vamos?...

11:25-12:00 Ana Breda (Universidade de Aveiro)
Pavimentações planares e esféricas.
Simetria: um poder aglutinador

12:00-13:00 Sessão de posters da 2.a edição do Prémio
Doutor Pedro Matos

13:00-14:30 Almoço

14:30-15:00 Abertura do ENSPM10

15:00-15:40 Liping Ma (Carnegie Foundation for Advancement of
Teaching, EUA): Arithmetic in Mathematics
Education: An Abandoned Arena?

15:45-16:30 Mesa redonda de Ensino: O Ensino da Matemática
Elementar



2 Programa

16:30-17:00 Café

17:00-18:15 Sessão temática: I

18:15-19:00 Entrega do Prémio Doutor Pedro Matos

19:00-20:30 Porto de Honra no Castelo de Leiria

9 de Julho, 6a feira

9:00-10:00 Jorge M. Pacheco (Universidade do Minho):
Dinâmica Estocástica de Células Hematopoiéticas

10:00-10:20 Café

10:20-11:35 Sessão temática: II

11:35-11:45 Intervalo

11:45-13:00 Sessão temática: III

13:00-14:30 Almoço

14:30-15:10 André Neves (Imperial College, Inglaterra):
Curvatura escalar positiva em variedades de dimensão três

15:15-16:00 Mesa redonda de Investigação: Topologia em Baixa
Dimensão

16:00-16:30 Café

16:30-17:45 Sessão temática: IV

17:45-19:00 Feira de Autores

20:00 Jantar do ENSPM10



Programa 3

10 de Julho, Sábado

9:00-10:00 Mário J. Edmundo (Universidade Aberta):
Lógica e Estruturas Anaĺıticas

10:00-10:20 Café

10:20-11:00 Robin Wilson (Open University e Oxford University,
Inglaterra): Communicating mathematics–a historical
and personal journey

11:05-11:50 Mesa redonda de Divulgação: Experiências na
Popularização da Matemática

11:50-13:00 Assembleia Geral da SPM

13:00-14:30 Almoço

14:30-15:45 Sessão temática: V∗/VII

15:45-16:00 Intervalo

16:00-17:15 Sessão temática: VI/VIII

17:15-18:30 Beberete

∗A sessão temática V de ensino inicia-se às 14h15.
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2 Mat–Oeste

8 de Julho, 5a feira

09:50-10:30 Paulo Almeida (Universidade Técnica de Lisboa):
Geometria Não Comutativa e Aritmética: uma introdução

10:45-11:25 Maria Elfrida Ralha (Universidade do Minho):
Geometria José Anastácio da Cunha (1744-1787)

e os seus “Prinćıpios de Geometria tirados
dos de Euclides:” De onde vimos? Para onde vamos?...

11:25-12:00 Ana Breda (Universidade de Aveiro):
Pavimentações planares e esféricas.
Simetria: um poder aglutinador

12:00-13:00 Sessão de posters da 2.a edição do Prémio Doutor
Pedro Matos
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Geometria Não Comutativa e Aritmética: uma
introdução

Paulo Almeida

IST–Universidade Técnica de Lisboa

A geometria não comutativa, essencialmente desenvolvida por Alain
Connes (n.1947), visa uma descrição meramente algébrica das noções
geométricas usuais, permitindo estender essas noções mesmo quando
não seja posśıvel recorrer às noções tradicionais de espaço, em geral
concebido como um “receptáculo de pontos”. Isso tornou posśıvel uma
transferência das ideias geométricas a domı́nios onde essas concepções
de espaço estão ausentes, como é o caso da aritmética.

José Anastácio da Cunha (1744-1787) e os seus
“Prinćıpios de Geometria tirados dos de

Euclides:” De onde vimos? Para onde vamos?...

Maria Elfrida Ralha

CMAT/Departamento de Matemática e Aplicações da Universidade de Minho

A renovação filosófica do século XVII na Europa (Bacon e Des-
cartes) é-nos frequentemente apresentada como não tendo chegado a
Portugal por causa das doutrinas perfilhadas pelo ensino dos Jesúıtas.
Sabemos, actualmente, que nem essas directivas de ensino, ainda que
tivessem existido, nem os poderes da Inquisição conseguiram efectiva-
mente impedir que, durante o século XVIII, obras como as de Hobbes
e de Locke ou escritos dos enciclopedistas franceses Voltaire, Rousseau
ou Diderot (assim como outros textos de autores menos conceituados
mas igualmente “subversivos”), chegassem a Portugal e fossem lidos
por pessoas como José Anastácio da Cunha (1744-1787).

O jovem José Anastácio da Cunha pôde, nos idos tempos setecentis-
tas, garantidamente usufruir de um sistema escolar de cariz pedagógico
reformador, articulado com práticas lectivas marcadamente experimen-
talistas e modernas e com acesso a bibliotecas muito bem equipadas.
Mais tarde, sob o comando do Marechal general Conde de Lippe, en-
controu a disciplina, a ordem e a coesão social através de uma formação
onde eram rigorosamente definidos as leituras e os planos de estudos
de aulas de engenharia militar.
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Por provisão de 5 de Outubro de 1773, José Anastácio da Cunha foi
nomeado lente de Geometria da recém formada Faculdade de Mathe-
matica (1a no mundo), na Universidade de Coimbra. Em 20 de Abril de
1776 - fiel ao estipulado nos novos Estatutos - José Anastácio da Cunha
propôs, à Congregação de Matemática, um seu tratado Compêndio dos
Elementos de Geometria, por um método mais fácil para os estudan-
tes aprenderem e que “ella mandou examinar pelos outros vogaes” sem
que, no entanto, se conheça qualquer resposta.

Entre as obras matemáticas inéditas recentemente encontradas pela
autora desta apresentação, destacamos os seus Prinćıpios de Ge-
ometria tirados dos de Euclides: Trata-se de um manuscrito,
riqúıssimo em detalhes, que nos permite conhecer mais de perto a per-
sonalidade e a cultura de José Anastácio da Cunha, mas que também
nos oferece indicações preciosas do rigor matemático/geométrico.

Pavimentações planares e esféricas.
Simetria: um poder aglutinador

Ana Breda

Departamento de Matemática da Universidade de Aveiro

O que está para além da beleza de um
padrão? Como escrutinar regras no meio
do que parece ser anárquico? Nesta pa-
lestra convidamo-lo a uma digressão por
determinadas classes de pavimentações do
plano, da esfera e, sempre que se consi-
dere oportuno, do plano hiperbólico. Num
mundo de formas, beleza e magia muito
há ainda por explorar ... ... e a ex-
ploração pode começar quando se é ainda
uma criança.
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3 Mesas Redondas

3.1 Ensino: “O Ensino da Matemática Elementar”

• Ana Breda (Universidade de Aveiro)

• Isabel Hormigo (Escola Sec. D. Filipa de Lencastre)

• Liping Ma (Carnegie Foundation for Advancement of Teaching,
EUA)

• Miguel Galrinho (IST-Universidade Técnica de Lisboa)

• Moderador: Nuno Crato (SPM/ISEG-Universidade Técnica de
Lisboa)

3.2 Investigação: “Topologia em Baixa Dimensão”

• André Neves (Imperial College, Inglaterra)

• Marco Mackay (Universidade do Algarve)

• Moderador: Miguel Abreu (IST-Universidade Técnica de Lisboa)

3.3 Divulgação: “Experiências na Popularização da
Matemática”

• Carlos Fiolhais (Universidade de Coimbra)

• Moderador: Jorge Buescu (FC-Universidade de Lisboa)

• Maria do Céu Soares (Universidade Nova de Lisboa)

• Robin J. Wilson (Open University e Oxford University, Ingla-
terra)
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4 Plenárias

8 de Julho, 5a feira

15:00-15:40 Liping Ma (Carnegie Foundation for Advancement of
Teaching, EUA): Arithmetic in Mathematics Education:
An Abandoned Arena?

9 de Julho, 6a feira

9:00-10:00 Jorge M. Pacheco (Universidade do Minho):
Dinâmica Estocástica de Células Hematopoiéticas

14:30-15:10 André Neves (Imperial College, Inglaterra):
Curvatura escalar positiva em variedades de dimensão três

10 de Julho, Sábado

9:00-10:00 Mário Jorge Edmundo (Universidade Aberta):
Lógica e Estruturas Anaĺıticas

10:20-11:00 Robin J. Wilson (Open University e Oxford University,
Inglaterra): Communicating mathematics–a historical
and personal journey
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Arithmetic in Mathematics Education: An
Abandoned Arena?

Liping Ma

Carnegie Foundation for Advancement of Teaching, EUA

In elementary mathematics education, arithmetic is often viewed as
negligible, sometimes even with pity and disdain-like Cinderella in her
stepmother’s house. Many people seem to believe that arithmetic is
only composed of a multitude of “math facts” and a handful of algo-
rithms. If some voices want to argue that there are more than math
facts and algorithms in arithmetic, they may mention that it also con-
tains the meanings of the four basic operations-addition means putting
together, subtraction means taking away, multiplication is repeated ad-
dition and division is repeated subtraction. Who would expect that the
intellectual demand for learning such a subject actually is challenging
and exciting? People seeking more “intellectually-demanding” mathe-
matics for our young students look beyond arithmetic to probability and
geometry. Frommy perspective, however, there are significant potenti-
als of arithmetic in mathematics education that are usually overlooked.
I would like to share with you some of my observations.
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Dinâmica Estocástica de Células
Hematopoiéticas

Jorge M. Pacheco

Universidade do Minho

A Hematopoiese é um processo hierárquico que resulta na produção
de uma variedade de células com morfolgia e funções diferentes. To-
das estas células derivam das chamadas células estaminais hemato-
poiéticas (HSC) que se dividem lentamente, num processo em que a
auto-renovação coexiste com a diferenciação por forma a dar origem a
todos os tipos de células sangúıneas. Este processo é altamente com-
plexo e auto-regulado, envolvendo a resposta a sinais oriundos de cyto-
kinas e diversos factores de crescimento. Nesta palestra discutirei um
modelo matemático para a hematopoiese baseado num compartamento
estocástico da divisão celular. Serão introduzidos múltiplos compar-
timentos que identificam o estadio de maturação celular. Apesar de
ser um modelo muito simples, o mesmo conduz a um bom acordo com
o que se sabe da hematopoiese, recolhido através de uma panóplia de
dados laboratoriais independentes. Não só o modelo é capaz de expli-
car o funcionamento normal da hematopoiese, como ainda é capaz de
explicar a etiologia de várias doenças, que serão discutidas na palestra.

Curvatura escalar positiva em variedades de
dimensão três

André Neves

Imperial College, Inglaterra

Um dos maiores resultados em Geometria Diferencial nos últimos
30 anos foi a descoberta das restrições que a existência de superf́ıcies
mı́nimas impõe na curvatura escalar da variedade ambiente. Por exem-
plo, é sabido que um torus de dimensão três não admite nenhuma
métrica de curvatura escalar não negativa para além da Euclideana
(Schoen-Yau). Na minha palestra vou falar de resultados análogos para
variedades que admitem métricas de curvatura escalar positiva.
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Lógica e Estruturas Anaĺıticas

Mário Jorge Edmundo

Universidade Aberta

As estruturas o-minimais são uma classe de estruturas lógicas que
generalizam estruturas clássicas tais como o corpo dos números reais
(geometria semi-algébrica) e o corpo dos números reais expandido com
restrições de funções globalmente anaĺıticas (geometria sub-anaĺıtica).
Os métodos da teoria de modelos introduzem neste contexto real ana-
ĺıtico uma abordagem uniforme bem como, em alguns casos, novas fer-
ramentas para a resolução de problemas clássicos. Nesta comunicação,
depois de uma breve introdução a este assunto, apresentaremos alguns
resultados recentes da teoria de feixes o-minimais que generaliza a te-
oria de feixes na geometria real algébrica (Delfs) e a teoria de feixes
sub-anaĺıticos (Kashiwara-Schapira et al.).

Communicating mathematics – a historical and
personal journey

Robin J. Wilson

Open University e Oxford University, Inglaterra

For the past forty years I have attempted to communicate mathe-
matics to a wide range of audiences - through teaching at the Open
University and elsewhere, public lectures, books, articles, television,
and other means. This illustrated lecture explores these in the context
of the wide range of ways in which mathematics has been communica-
ted over the past 4000 years.
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5 Sessões Temáticas

5.1 Álgebra e Combinatória

Org. António Guedes de Oliveira (FC-UP)
agoliv@fc.up.pt

9 de Julho, 6a feira, 11h45-13h00 (Sessão temática III)

11h45-12h05 Pedro V. Silva: Pontos fixos de Endomorfismos

12h10-12h30 Olga Azenhas: Números de Littlewood-Richardson e
Simetrias

12h35-13h00 Carlos André: Caracteres, Supercaracteres e Partições

10 de Julho, Sábado, 14h30-15h45 (Sessão temática V)

14h30-14h45 Paula Catarino: Os Números de Lucas e de Fibo-
nacci em (alguns) semigrupos (finitos) de transformações

14h50-15h05 Ricardo Mamede: Bijecções entre partições que não
cruzam e partições que não encaixam

15h10-15h25 Inês Margarida Rodrigues Pais da Silva Borges: Acções
irredut́ıveis de Álgebras de Hopf

15h30-15h45 Teresa Maria Jerónimo Sousa: Decomposições de
grafos em grafos Friendship
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Pontos Fixos de Endomorfismos

Pedro V. Silva

Universidade do Porto

Em 1984 Gersten provou que o subgrupo dos pontos fixos de um
automorfismo de um grupo livre de dimensão finita é finitamente ge-
rado. Foi o ińıcio de toda uma linha de investigação em que convergem
álgebra, combinatória, teoria de autómatos, geometria algébrica e sis-
temas dinâmicos. Obtiveram-se resultados envolvendo majoração da
dimensão, construtibilidade, endomorfismos, pontos fixos infinitos no
completamento hiperbólico, classificação dos pontos fixos e muitos ou-
tros aspectos. Veremos como a abordagem combinatória proporcionada
pela teoria de autómatos tem permitido estender vários destes resul-
tados a classes mais alargadas de grupos e monóides, e obter novos
resultados para os próprios grupos livres.

Números de Littlewood-Richardson e Simetrias

Olga Azenhas

Universidade de Coimbra

Os números (coeficientes) de Littlewood-Richardson são inteiros não
negativos que dependem de três partições (λ, µ, ν). Eles aparecem como
coeficientes, por exemplo, na expansão linear do produto de dois po-
linómios de Schur, na decomposição do produto de duas classes de
Schubert ou ainda na decomposição do produto tensorial de duas re-
presentações polinomiais irredut́ıveis do grupo linear. Por outro lado,
eles também enumeram diversos objectos combinatórios como LR ta-
bleaux, puzzles de Knutson-Tao-Woodward e mosaicos de Purbhoo,
entre outros.

Estes números obedecem a doze simetrias no sentido em que são
invariantes para a transposição simultânea das partições λ, µ e ν e per-
mutações de (λ, µ, ν). Seis delas são fáceis de exibir em qualquer um
dos modelos acima mencionados, constituindo um subgrupo de ı́ndice 2
do grupo diedral de ordem doze. As seis restantes simetrias fora deste
subgrupo, escondidas em qualquer um dos modelos mencionados, são
descritas por um único gerador que as reduz à involução de Schützen-
berger.
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Caracteres, Supercaracteres e Partições

Carlos André

Departamento de Matemática, Faculdade de Ciências da Universidade de Lisboa

O estudo das permutações de um conjunto com n elementos desen-
volveu áreas importantes de investigação em Matemática. A estrutura
do grupo simétrico (formado por todas estas permutações) é bem conhe-
cida. Por exemplo, agrupando permutações “semelhantes” (de acordo
com certas regras) obtemos uma estrutura algébrica muito rica que
permite respostas adequadas a diversos problemas: sobre polinómios
em indeterminadas comutativas, sobre certas classes de operadores em
produtos tensoriais, ou sobre o modo de embaralhar cartas de jogar
garantindo uma distribuição uniforme. Os métodos usados dependem
fortemente do comportamento das funções que tomam o mesmo valor
complexo para todas as permutações que sejam semelhantes. Estas
funções formam uma base de uma álgebra “combinatorial” que pos-
sui uma base indexada por partições do número natural n e que é
constitúıda pelos caracteres das representações irredut́ıveis do grupo
simétrico. Em muitas outras situações, podemos agrupar certos ob-
jectos de acordo com certos padrões de semelhança e estudar funções
de valores complexos que respeitem estes padrões. Neste seminário,
apresentaremos uma destas situações explorando o “paralelismo” que
se obtém quando substitúımos as partições de n pelas partições do
conjunto {1, 2, ..., n} e os caracteres do grupo simétrico pelos super-
caracteres de um grupo apropriado. Em particular, mencionaremos
algumas relações descobertas recentemente com polinómios simétricos
em indeterminadas não comutativas.
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Os Números de Lucas e de Fibonacci em (alguns)
semigrupos (finitos) de transformações

Paula Catarino 1

Departamento de Matemática, Universidade de Trás-os-Montes e Alto Douro

Como se observa em [7], os semigrupos de transformações estão
para a Teoria de Semigrupos assim como os grupos simétricos estão
para a Teoria de Grupos. Vários autores dedicaram o seu estudo a
certo tipo de semigrupos (finitos) de transformações: semigrupos das
transformações totais, semigrupos das transformações parciais e semi-
grupos das transformações parciais injectivas, sobre uma cadeia (fi-
nita). Existem inúmeros trabalhos contendo o estudo de propriedades
algébricas importantes de alguns destes semigrupos. Veja-se, a t́ıtulo
meramente ilustrativo, por exemplo, [5], [6], [8], [4], [3], [1] e [2], entre
outros. No estudo das mais variadas classes de semigrupos (finitos)
de transformações e no que respeita ao estudo de algumas das suas
propriedades algébricas, existem resultados interessantes do ponto de
vista combinatório, que estão relacionados com os números de Lucas e
de Fibonacci.

Nesta comunicação, efectuaremos uma sinopse de (alguns) dos resul-
tados que usam a combinatória no estudo de (alguns) destes semigrupos
(finitos) de transformações de uma cadeia (finita) em si mesma.
Palavras-chave: semigrupo, idempotente, transformação total, trans-
formação parcial, transformação isótona, transformação que preserva a
orientação, transformação que inverte a orientação.

Referências
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eds. J.M. Howie and N.Ruškuc, Proceedings of the Conference in
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1O autor é colaborador das seguintes unidades de investigação:
CIDMA - Centro de Investigação e Desenvolvimento em Matemática e Aplicações,
Universidade de Aveiro, Portugal;
CM - UTAD - Centro de Matemática, Universidade de Trás-os-Montes e Alto Douro,
Portugal.
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P. Mendes and E. Giraldes, World Scientific, Singapore, (2000),
191-243.

[8] Umar, A., On the semigroups of order-decreasing finite full trans-
formations, Proceedings of the Royal Society of Edinburgh 120A,
(1992), 129-142.

Bijecções entre partições que não cruzam e
partições que não encaixam

Ricardo Mamede

CMUC e Departamento de Matemática, Universidade de Coimbra

O número de partições do tipo T que não cruzam é o n-ésimo número
de Catalan (1/(n + 1))C(2n, n) quando T = An−1, o coeficiente bino-
mial C(2n, n) quando T = Bn ou Cn e a diferença
C(2n, n)−C(2(n−1), n−1) quando T = Dn, e esses números coincidem
com o correspondente número de partições que não encaixam. Nesta
comunicação descrevemos bijecções entre partições que não cruzam e
partições que não encaixam para todos os grupos de Weyl clássicos.
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Acções irredut́ıveis de Álgebras de Hopf

Inês Margarida Rodrigues Pais da Silva Borges

iborges@iscac.pt

ISCAC, Coimbra

Um teorema de Bergen, Cohen e Fishman afirma que se uma Álgebra
de Hopf H age finitamente sobre uma Álgebra módulo A com dimensão
de Goldie finita, tal que A é um módulo simples sobre A#H, então A
tem dimensão finita como espaço vectorial sobre o subanel dos invari-
antes AH . O argumento principal usado na prova do referido teorema
é o teorema da densidade de Jacobson. Nesta palestra, iremos estender
este resultado a uma determinada Álgebra de operadores, usando para
tal teoremas da densidade de Julius Zelmanowitz.

Decomposições de grafos em grafos Friendship

Teresa Maria Jerónimo Sousa

tmjs@fct.unl.pt

Departamento de Matemática, FCT-UNL e CMA-UNL

Um grafo composto por t grafos completos que partilhem um vértice
v diz-se um grafo t-friendship com centro v. Um grafo diz-se friendship
se for t-friendship para algum t ≥ 1.

Estudamos quais o grafos de ordem n que requerem o maior número
de elementos numa decomposição (r-)friendship. Para r = 2 mostramos
que qualquer grafo de ordem n admite uma decomposição 2-friendship
com um máximo de dn2/8e elementos se n é par e no máximo (n2−1)/8
elementos se n é ı́mpar. Estes resultados são os melhores posśıveis. Re-
sultados exactos para decomposições 3-friendship serão também apre-
sentados. O caso geral de decomposições t-friendship, para t ≥ 4, será
resolvido assimptoticamente.

Terminaremos esta apresentação com resultados sobre decomposições
de grafos em grafos friendship. Os resultados apresentados evidenciam
ligações deste problema com o estudo dos números de Ramsey.
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5.2 Análise e Equações com Derivadas Parciais

Org. Lúısa Mascarenhas (FCT-UNL)
mlfm@fct.unl.pt

8 de Julho, 5a feira, 17h00-18h15 (Sessão temática I)

17h00-17h15 Ana Bela Cruzeiro: Fluxos Lagrangianos estocásticos
para a equação de Navier-Stokes em variedades de Riemann

17h20-17h35 Milton Ferreira: Inversão da transformada de Radon
em SO(3) através de átomos de Gabor e prinćıpios de recuperação
esparsa

17h40-17h55 Ana Margarida Ribeiro: Relaxation results in image
decomposition

18h00-18h15 Eurica Henriques: Sobre a equação dos meios poro-
sos

9 de Julho, 6a feira, 10h20-11h35 (Sessão temática II)

10h20-10h40 Filipa Caetano: Decomposição de domı́nios para
equações de reacção-difusão não lineares

10h45-11h05 N. D. Lopes, P. J. S. Pereira e L. Trabucho: Um
método numérico para uma classe de equações do tipo Boussinesq
para ondas de superf́ıcie na água com batimetria dependente do
tempo

11h10-11h35 Rita Ferreira: Análise espectral de um problema de
homogeneização com redução dimensional

9 de Julho, 6a feira, 11h45-13h00 (Sessão temática III)

11h45-12h05 João-Paulo Dias: Some new results for a Schrödinger-
gKdV system

12h10-12h30 Paulo Amorim: Estimativas de erro para leis de con-
servação hiperbólicas sobre variedades

12h35-13h00 Joaquim M. C. Correia: Simplifying Some Dissipative-
Dispersive Models
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Fluxos Lagrangianos estocásticos para a
equação de Navier-Stokes em variedades de

Riemann

Ana Bela Cruzeiro

GFM/UL e IST/UTL

Constrúımos trajectórias Lagrangianas estocásticas e estudamos as
suas propriedades de estabilidade. Estas propriedades dependem da
intensidade do rúıdo bem como da métrica escolhida.

Inversão da transformada de Radon em SO(3)
através de átomos de Gabor e prinćıpios de

recuperação esparsa

Milton Ferreira1

milton.ferreira@estg.ipleiria.pt

Departamento de Matemática, Escola Superior de Tecnologia e Gestão - IPLeiria

A transformada de Radon em SO(3) é uma ferramenta de análise de
textura cristalográfica importante porque relaciona a função densidade
de orientação cristalográfica (ODF) e as funções de densidade de pólos
(PDFs) obtidas por experimentação, ver [1, 2]. Assim, a determinação
de uma densidade de orientação cristalográfica (ODF) pode ser obtida
a partir dos dados de intensidade de pólos (PDFs) através da inversão
da transformada de Radon em SO(3). Uma vez que o problema é mal-
posto vários métodos de inversão (principalmente procedimentos ad
hoc) foram estudados no passado para inverter esta transformada de
Radon.

Nesta palestra iremos apresentar um novo método numérico para
aproximar a inversa da transformada de Radon em SO(3). O ponto
de partida é a construção de um espaço de fase adequado para ex-
pandir funções em S3 baseado em teoria da representação de grupos.
Definiremos uma transformada de Gabor em L2(S3) que nos permitirá
construir decomposições atómicas para funções de L2(S3).

Usando prinćıpios variacionais para reconstruções esparsas obtemos
um procedimento numérico iterativo para calcular uma aproximação do

1Membro do Grupo de Investigação de Análise Complexa e Hipercomplexa do
CIDMA, Universidade de Aveiro.
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problema inverso.
Apresentaremos exemplos numéricos, relativos à reconstrução de

uma função de densidade de orientação para um cristal com simetria
tricĺınica e ortorrômbica, com diferentes ńıveis de rúıdo, para mostrar
as capacidades de reconstrução do algoritmo proposto.

Referências

[1] K.G. v.d. Boogaart, R. Hielscher, J. Prestin e H. Schaeben, Kernel-
based methods for inversion of the radon transform on SO(3) and
their applications to texture analysis, J. Comput. Appl. Math. 199
(2007), 122-40.

[2] H. Schaeben, e K.G. v. d. Boogaart, Spherical harmonics in texture
analysis, Tectonophysics 370 (2003), 253-68.

[3] P. Cerejeiras, M. Ferreira. U. Khäler, e G. Teschke, Inver-
sion of the noisy Radon transform on SO(3) by Gabor frames
and sparse recovery principles, Preprint version: http://www.dfg-
spp1324.de/download/preprints/preprint035.pdf

Relaxation results in image decomposition

Ana Margarida Ribeiro

FCT/UNL

We provide relaxation results in BV × Lp, for

I(u, v) =
∫

Ω

W (x, u,∇u) dx+
∫

Ω

ϕ(x, u, v) dx,

Ω ⊂ R2, u ∈ W 1,1(Ω; R3), v ∈ Lp(Ω; R3), W and ϕ continuous functi-
ons with linear growth on ∇u and p-growth on v. Particular cases of
these functionals arise in image decomposition through the TV models
due to Meyer: given an image φ : Ω → R3 one aims to decompose it
into two components u and v, i.e. φ = u+v, u being the cartoon repre-
sentation of φ, and v the oscillatory component, representing texture
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and noise. In such models the minimum problems have the form

inf
(u, v) ∈ BV ×G,φ = u+ v

{|Du|(Ω) + ‖v‖G}

(with G a Banach space, suitable for numerics), and

inf
u∈BV,‖v‖G≤µ

{
|Du|(Ω) +

1
2λ
‖φ− u− v‖2L2

}
,

(µ, λ scaling factors). In the energy we consider, the total variation
|Du|(Ω) is replaced by

∫
Ω
W (x, u,∇u) dx, with W not quasiconvex,

and the fidelity term has the form
∫

Ω
ϕ(x, u, v)dx. The lack of semi-

continuity of I requires the relaxation we address in our analysis.
This is a joint work with I. Fonseca and E. Zappale.

Sobre a equação dos meios porosos

Eurica Henriques

eurica@utad.pt
Departamento de Matemática da UTAD

CM-UTAD

A equação dos meios porosos

ut −∇ · (um∇u) = 0

é um exemplo de equação de difusão bem conhecido e estudado e que
modela o escoamento (que não depende da direcção) de um fluido num
meio poroso.

Supondo que o escoamento acontece de modo diferente para di-
recções diferentes, temos a equação anisotrópica dos meios porosos.
Uma posśıvel modelação é dada por

ut −
N∑
i=1

(umi)xixi
= 0 .

Mostramos que, ainda neste caso, conseguimos obter continuidade local
para a solução.
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Decomposição de doḿınios para equações de
reacção-difusão não lineares

Filipa Caetano

CMA/UNL e Univ. Paris XI, Orsay

Os problemas matemáticos descritos por equações às derivadas par-
ciais estão muitas vezes ligados a modelos de grande complexidade.
Para simular numericamente estes problemas são necessários meios
computacionais de grande envergadura, do ponto de vista material,
e algoritmos numéricos eficientes, do ponto de vista matemático.

Apresentamos uma classe de algoritmos de decomposição de domı́nios
de tipo “Schwarz waveform relaxation”para o cálculo de soluções de
determinadas equações de reacção-difusão não lineares. Para equações
que dependem do tempo, estes algoritmos permitem separar o problema
global em sub-problemas definidos em cada sub-domı́nio. Do ponto
de vista do cálculo numérico, eles são assim adaptados à resolução
das equações em paralelo e à utilização de discretisações diferentes nos
sub-domı́nios. Definiremos condições de transmissão não lineares, que
são baseadas em problemas de melhor aproximação polinomial para
a equação linear. Mostramos que estes algoritmos são bem definidos,
convergentes, e apresentaremos resultados numéricos que validam esta
aproximação.

Um método numérico para uma classe de
equações do tipo Boussinesq para ondas de

superf́ıcie na água com batimetria dependente do
tempo

N. D. Lopes(a), P. J. S. Pereira(a)e L. Trabucho(b)

nlopes@dec.isel.ipl.pt, ppereira@deq.isel.ipl.pt, trabucho@fct.unl.pt
(a)ISEL Instituto Superior de Engenharia de Lisboa

(b)CMAF e Departamento de Matemática FCT/UNL

Este trabalho consiste em duas partes. Em primeiro lugar, apre-
sentamos uma classe de modelos melhorados de quarta e sexta-ordem
para simular a propagação e geração de ondas de superf́ıcie na água.
Os modelos de quarta ordem são derivados com o objectivo de manter
algumas caracteŕısticas dispersivas dos de ordem superior. Para reduzir
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o número de incógnitas, usamos a formulação de elevação de superf́ıcie
e potencial da velocidade (cf. [1]). Os modelos incorporam efeitos dis-
sipativos. A geração de ondas devido à movimentação do fundo do mar
também é considerada.

Em segundo lugar, introduzimos um Método de Elementos Fini-
tos Cont́ınuo/Descont́ınuo com termos de penalização no interior (cf.
[2]) para aproximar as soluções do modelo de Boussinesq de quarta or-
dem. A discretização das variáveis espaciais é feita usando elementos
de Lagrange cont́ınuos P2 (com derivadas descont́ınuas ao longo das
arestas dos elementos). Para a variável do tempo, usamos um sistema
Predictor-Corrector inicializado por um método Runge-Kutta expĺıcito.
Para demonstrar a aplicabilidade do modelo, vários casos de teste são
apresentados, em particular, a evolução das ondas geradas por um des-
lizamento de terra submarino (cf. [3]) ou por um movimento impulsivo
do fundo (ver Fig. 1).
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Figura 1: Algumas imagens da elevação de superf́ıcie η (m), gerada por
um movimento impulsivo do fundo, nos instantes t = 0.5 s, t = 5 s e
t = 12.5 s.
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Análise espectral de um problema de
homogeneização com redução dimensional

Rita Ferreira

ICTI e FCT/UNL

Consideramos um problema espectral definido num domı́nio de fina
espessura, com condições de Dirichlet nulas, associado a um operador
eĺıptico com coeficientes periodicamente oscilantes. Este problema é
caracterizado por dois parâmetros pequenos: o parâmetro ε > 0 as-
sociado à frequência das oscilações e o parâmetro δ > 0 associado à
espessura do domı́nio. Apresentamos o comportamento assimptótico
do espectro quando ε e δ tendem para zero, distinguindo três casos: o
caso em que a frequência das oscilações e a espessura do domı́nio são
da mesma ordem de grandeza (ε ∼ δ), o caso em que a frequência das
oscilações é muito maior do que a espessura do domı́nio (ε � δ) e,
finalmente, o caso em que a espessura do domı́nio é muito menor do
que a frequência das oscilações (ε� δ).
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Some new results for a Schrödinger-gKdV
system

João-Paulo Dias

CMAF/UL e FCUL

We present some new results, obtained in collaboration with Mário
Figueira and Filipe Oliveira, concerning the Cauchy problem and the
existence of bound states for a class of coupled nonlinear Schrödinger-
gKdV systems.

Estimativas de erro para leis de conservação
hiperbólicas sobre variedades

Paulo Amorim

Centro de Matemática e Aplicações Fundamentais da UL

Apresentamos alguns resultados recentes sobre a aproximação das
soluções de leis de conservação sobre variedades. Após uma revisão
dos resultados existentes, válidos no espaço Euclidiano e em variedades
Riemannianas, vamos considerar leis de conservação sobre variedades
abstractas de dimensão (d + 1). Enunciamos o principal resultado,
uma estimativa de erro geométrica que controla a diferença entre uma
solução exacta e uma solução aproximada da lei de conservação, que
não faz intervir nenhuma estrutura adicional sobre a variedade. Cola-
boração com P.G. LeFloch (Paris) e W. Neves (Rio de Janeiro).

Simplifying Some Dissipative-Dispersive Models

Joaquim M. C. Correia

CIMA e DM da ECT U. Évora, CAMGSD-IST

We are concerned with the balance of dissipative and dispersive
effects in nonlinear hyperbolic conservation laws: if we consider such
applications as optimal design and dynamic control in structures or
martensitic phase transitions in materials, oscillations are fundamental
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issues. While diffusion has a dissipative effect, dispersion has an oscil-
latory one. And, if we want to select the physical solutions, dissipation
and dispersion must be properly balanced.

So, the main issue we are interested in is the study of zero dissipation-
dispersion limits in order to respond to the questions: “can we re-
place some given balance law by the, simpler, associated hyperbolic
model?”and, “which must be the proper entropy criterium?”

While our arguments establish ‘integrity’ (convergence to classical
discontinuous solutions), the major emphasis is on ‘reliability’ (conver-
gence to any physical solution) and ‘failure’ (divergence).

The techniques we use are energy based and depend upon the im-
proved DiPerna’s analytical setting on Young measures.

We aim for a realistic framework, with multi-space dimensional and
physical dissipation-dispersion models.
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5.3 Geometria e Topologia

Org. Rui Loja Fernandes (IST-UTL)
rfern@math.ist.utl.pt

9 de Julho, 6a feira, 11h45-13h00 (Sessão temática III)

11h45-12h05 Ana Cristina Ferreira: Riemannian geometry with
skew torsion

12h10-12h30 Alessia Mandini: Some results on hyperpolygon spa-
ces

12h35-13h00 Ana Rita Pires: Symplectic Origami

10 de Julho, Sábado, 16h00-17h15 (Sessão temática VI)

16h00-16h20 David Martinez Torres: Universal models for locally
conformal symplectic structures

16h25-16h45 Rita Martins: The problem of regularity on the su-
banalytic site

16h50-17h15 Margarida Melo: Compactified jacobians of singular
curves
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Riemannian geometry with skew torsion

Ana Cristina Ferreira

(Departamento de Matemática – Universidade do Minho)

This talk will be concerned with metric connections with skew tor-
sion on a Riemannian manifold. We will briefly mention how this type
of connection compares with the Levi-Civita connection. We will also
show how to generalize the notion of Einstein metric and present an
analogue of the Hitchin-Thorpe inequality. Examples will be given and
time permitting we will analyze the moduli space of instantons for a
family of Einstein metrics with skew torsion on the 4-sphere.

Some results on hyperpolygon spaces

Alessia Mandini

(Departamento de Matemática - Instituto Superior Técnico)

In this talk I will describe two classes of spaces, the polygon and
hyperpolygon spaces, that arise respectively as Kahler and hyperKahler
reduction. In particular, I will illustrate how the geometrical structure
of the polygon space M(α) and of the hyperpolygon space X(α) depend
upon the data of n real positive numbers, which are the entries of the
‘length vector’ α ∈ Rn+. In both cases the vector α characterizes the
level set where we take the reduction. We will analyze the behavior of
the spaces M(α) and X(α) when the lengths vector α crosses a wall
in the moment polytope. The analysis is based on the fact that the
hyperpolygon space is isomorphic to the moduli spaceH(α) of parabolic
Higgs bundles (under suitable restrictions). In fact the wall-crossing
problem has been solved by Thaddeus in the case of moduli spaces
of parabolic Higgs bundles, where the changes induced by variations
of the parabolic weights are described by means of a transformation
(called elementary or Mukai transform) which is a generalization of a
flip. The isomorphism between X(α) and H(α) allows us to translate
Thaddeus’ work to the hyperpolygon space. This is joint work with
Leonor Godinho.
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Symplectic origami

Ana Rita Pires

(Department of Mathematics - Massachusetts Institute of Technology)

An origami manifold is a manifold equipped with a closed 2-form
which is symplectic everywhere except on a hypersurface, where it is a
folded form whose kernel defines a circle fibration. In this talk, I will
explain how an origami manifold can be unfolded into a collection of
symplectic pieces and conversely, how a collection of symplectic pieces
can be folded (modulo compatibility conditions), into an origami mani-
fold. Using equivariant versions of these operations, we will see how the
classic symplectic results of convexity and classification of toric mani-
folds translate to the origami world. There will be pictures resembling
paper origami but no demonstration on how to fold a paper crane. This
is joint work with Victor Guillemin and Ana Cannas da Silva.

Universal models for locally conformal
symplectic structures

David Martinez Torres

(Departamento de Matemática - Instituto Superior Técnico)

Our understanding of locally conformal Kahler (lcK) structures has
been much improved in the last ten years. Notably, a Kodaira-Nakano
type embedding result has been proved. In this talk we will present
some similar results for locally conformal symplectic structures, and
show how some of the relations between symplectic and Kahler geo-
metry extend to their conformal counterparts. This is joint work with
J.C. Marrero and E. Padron (La Laguna, Tenerife).
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The problem of regularity on the subanalytic
site

Ana Rita Martins

(Faculdade de Engenharia - Universidade Católica Portuguesa)

The algebraic approach to the study of linear partial differential
equations (LPDE) consists in considering the equations as sheaves of
modules over the ring of linear differential operators on a manifold X,
the so called D-modules. Moreover, the study of LPDE can be divided
in two main types, according with the type of the solutions: regular
and irregular. To give an idea of the difference of the two kinds of
equations, let us recall that, in the one-dimensional case, the solutions
of regular systems have moderate growth while the solutions of irregular
systems have exponential-type growth. However, the latter solutions
are not defined by local properties and hence cannot be treated in the
framework of sheaf theory. To overcome this difficulty, we introduce a
Grothendieck topology on X and work with sheaves on the subanalytic
site instead. In this talk we shall explain the problem of regularity
in the subanalytic site, motivated by the notion of microsupport, and
relate this notion with the classic notion of regularity for D-modules.

Compactified jacobians of singular curves

Margarida Melo

(Departamento de Matemática - Universidade de Coimbra)

One of the most important features of algebraic geometry is that
often the spaces parameterizing algebro-geometric objects of certain
type, moduli spaces, have, again, the structure of an algebraic variety
or, more generally, of an algebraic stack. After recalling some classical
moduli spaces of algebraic geometry, we will show a construction of a
compactification of the universal Picard variety over the moduli space
of curves with marked points. Our construction has the important pro-
perty of yielding, again, a moduli space for algebro-geometric geometric
objects that we are able to describe.
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5.4 Matemática nas Ciências e Tecnologia

Org. Paula Oliveira (FCT-UC)
poliveir@mat.uc.pt

9 de Julho, 6a feira, 11h45-13h00 (Sessão temática III)

11h45-12h05 R.M. Natal Jorge: Análise de Problemas Incom-
presśıveis

12h10-12h30 Miguel Patŕıcio: Modelação da propagação de fendas
em materiais compósitos

12h35-13h00 Jorge F. Oliveira: Métodos Numéricos na Análise e
Simulação de Circuitos Electrónicos não Lineares

9 de Julho, 6a feira, 16h30-17h45 (Sessão temática IV)

16h30-16h50 Alexandra Moura: Modelação Matemática e Simulação
Numérica do Sistema Cardiovascular

16h55-17h15 Śılvia Barbeiro: Simulação Numérica em Modelos
Poroelásticos

17h20-17h45 Henrique A. Almeida e Paulo J. Bártolo: A Uti-
lização de Superf́ıcies Triplas Periódicas para Aplicações Médicas

10 de Julho, Sábado, 14h30-15h45 (Sessão temática V)

14h30-14h50 Gonçalo Pena: Numerical Simulation of the Incom-
pressible Navier-Stokes Equations in a Moving Domain: Applica-
tion to Hemodynamics

14h55-15h15 Miguel Belbut Gaspar: Construção de Trajectórias
de Varrimento Linear para Fabricação Rápida

15h20-15h45 Paula Faria e Alberto Leal: The Importance of Nu-
merical Analysis on the Optimization of Transcranial Direct Cur-
rent Stimulation
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Análise de Problemas Incompresśıveis

R. M. Natal Jorge

rnatal@fe.up.pt

IDMEC - Faculdade de Engenharia da Universidade do Porto

A aplicação de métodos numéricos a problemas de comportamento
incompresśıvel, ou quase incompresśıvel, tem-se revelado como uma
fonte de problemas, tanto no método dos elementos finitos, como nou-
tros mais recentemente propostos. Um dos primeiros e dos principais
problemas prende-se com o fenómeno da retenção, ou bloqueamento
(locking) detectado em situações distintas, tais como, elasticidade li-
near e não linear, problemas que envolvem deformações plásticas, esco-
amento incompresśıvel de fluidos viscosos, etc.

No presente trabalho apresentar-se-á o referido problema em apli-
cações e formulações distintas apresentando-se soluções alternativas e
recentemente propostas.

Modelação da propagação de fendas em
materiais compósitos

Miguel Patricio

miguel.patricio@estg.ipleiria.pt
Instituto Politécnico de Leiria

Centro de Matemática da Universidade de Coimbra

O uso de compósitos tem aumentado, sendo estes encontrados em
várias estruturas como componentes de carros de corrida, aviões, ou
outras aplicações que requiram materiais leves mas resistentes. Tipica-
mente, compósitos são idealizados para resistir a condições extremas,
que poderão conduzir ao surgimento e posterior propagação de fendas.

Pretende-se analisar o problema da predição do crescimento de fen-
das em materiais compósitos, altamente heterogéneos e periodicamente
distribúıdos. Dependendo da escala à qual o problema é considerado,
diferentes pontos de vista podem ser adoptados. A estratégia mais
simples advém de observar o material à escala macroscópica. É então
assumido que a propagação ocorre num material homogéneo e estamos
dentro do âmbito da mecânica da fractura linear elástica.

Quando a escala dos constituintes é considerada, os compósitos têm
uma estrutura complexa. Neste caso, os problemas de elasticidade que
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será necessário resolver para obter a distribuição de tensões na vizi-
nhança da ponta da fenda requerem a introdução de técnicas adequa-
das, como a teoria da homogenização ou a decomposição de domı́nios.

Um procedimento h́ıbrido combinando as técnicas anteriores permite-
nos olhar para o problema da propagação de fendas à escala dos consti-
tuintes na vizinhança da ponta da fenda e à escala macroscópica no res-
tante domı́nio computacional. Podemos assim estabelecer algoritmos
para analisar a propagação de fendas em materiais com microestrutu-
ras, tomando em consideração aspectos como a interacção das fendas
com as fronteiras internas do material.

Métodos Numéricos na Análise e Simulação de
Circuitos Electrónicos não Lineares

Jorge F. Oliveira

oliveira@estg.ipleiria.pt
Departamento de Engenharia Electrotécnica,

Escola Superior de Tecnologia e Gestão - IPLeiria

A simulação computacional do funcionamento de circuitos electró-
nicos tem assumido um papel cada vez mais importante nesta área,
na medida em que ajuda o projectista na concepção e design de novos
circuitos, possibilita a sua correcção e o melhoramento do seu desem-
penho sem necessidade de recorrer ao fabrico sucessivo de protótipos,
levando assim a uma poupança de tempo e a uma redução de custos.

O processo de simulação de um circuito pressupõe a obtenção dos
modelos comportamentais dos dispositivos electrónicos constituintes
desse circuito, a obtenção do sistema de equações diferenciais que des-
creve o seu comportamento dinâmico no domı́nio do tempo e a resolução
numérica desse sistema.

Nesta comunicação serão apresentadas algumas das principais es-
tratégias utilizadas para a análise da resposta em regime transitório,
bem como da resposta em regime estacionário. Assim, no âmbito
da análise da resposta transitória, a qual conduz à formulação e re-
solução de um problema de valor inicial, será feita uma breve alusão
à estratégia de integração de sistemas diferenciais ordinários passo-a-
passo no tempo, usando para tal métodos lineares de passo múltiplo
ou métodos de Runge-Kutta. Relativamente à análise da resposta
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em regime estacionário, a qual corresponde tipicamente à resolução
de um problema de condição de fronteira com condições de fronteira
periódicas, serão apresentados de uma forma muito sucinta os métodos
mais usados pelos simuladores comerciais para o efeito, tais como o
método de “Shooting”ou o método do Balanço Harmónico. O pri-
meiro é muito útil para problemas acentuadamente não lineares, sendo
bastante usado em circuitos de electrónica analógica, enquanto que o
segundo é mais apropriado para circuitos com não linearidades mode-
radas, sendo extremamente utilizado em problemas de electrónica de
Rádio-Frequência.

Modelação Matemática e Simulação Numérica do
Sistema Cardiovascular

Alexandra Moura

CEMAT, Instituto Superior Técnico

As doenças cardiovasculares representam uma das maiores causas
de morte nos páıses desenvolvidos, incluindo Portugal, tendo por isso
um grande impacto económico e social. A simulação do sistema car-
diovascular, através da modelação matemática e análise numérica, é
portanto de extrema importância. Ela permite entender e interpretar
funcionalidades da circulação sangúınea de forma não invasiva, seja em
situações fisológicas ou patológicas, dando desse modo um instrumento
de trabalho à comunidade médica.

Apesar dos avanços na simulação do sistema circulatório, a sua
modelação é ainda uma tarefa dif́ıcil. De facto, o sistema cardiovas-
cular é complexo, sobretudo devido à heterogeneidade do ponto de
vista geométrico e funcional. Neste trabalho será apresentada a com-
plexidade do sistema circulatório e em que medida a modelação ma-
temática e simulação numérica podem ser ferramentas importantes na
sua compreensão. Serão apresentados os modelos matemáticos utiliza-
dos. Estes incluem modelos tridimensionais de fluidos e de interacção
fluido-estrutura, bem como modelos unidimensionais. Serão apresenta-
dos exemplos da sua implementação em resultados numéricos, incluindo
casos de geometrias reais, obtidas através de imagens médicas.
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Simulação numérica em modelos poroelásticos

Śılvia Barbeiro

CMUC, Departamento de Matemática da Universidade de Coimbra

Os modelos que simulam as propriedades geomecânicas e o fluxo
de fluidos em meios porosos assumem relevância em diversas áreas
de engenharia, surgindo em múltiplos contextos como, por exemplo,
a exploração de petróleo e de gás, o tratamento de água contami-
nada no subsolo, ou o estudo de deformações ósseas. Neste trabalho,
consideram-se as soluções numéricas para o modelo de poroelasticidade
de Biot obtidas a partir de um método que combina elementos finitos
mistos, para equação do fluxo, e elementos finitos cont́ınuos, para a
equação de elasticidade. As soluções numéricas podem ser calculadas
simultaneamente, resolvendo um sistema totalmente acoplado, ou itera-
tivamente, num processo de aproximações sucessivas de cada uma das
variáveis. As propriedades qualitativas das soluções obtidas, nomea-
damente a estabilidade e convergência, são analisadas. Apresentam-
se resultados numéricos para o conhecido problema de Mandel que
tem sido usado como um problema de referência não só porque ad-
mite uma solução anaĺıtica, o que permite aferir a qualidade das apro-
ximações numéricas, como pelo seu interesse para o estudo das inte-
racções sólido/flúıdo.

A utilização de superf́ıcies triplas periódicas
para aplicações médicas

Henrique A. Almeida e Paulo J. Bártolo

henrique.almeida@ipleiria.pt, pbartolo@ipleiria.pt

Centro para o Desenvolvimento Rápido e Sustentado de Produto, IPLeiria

A Engenharia de Tecidos é uma tecnologia nova e em rápido de-
senvolvimento que se destina a produzir substitutos viáveis para a
restauração, manutenção ou melhoramento da função dos tecidos ou
órgãos humanos. A estratégia mais importante e em crescente desen-
volvimento em Engenharia de Tecidos envolve a deposição de células
sobre matrizes de suporte (scaffolds) biocompat́ıveis e biodegradáveis.
Estas estruturas são altamente porosas por questões de vascularisação.
Contudo, para uma boa proliferação, os scaffolds devem apresentar po-
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ros de pequenas dimensões (em regra os poros devem ser de dimensão
superior às células numa suspensão, isto é, maiores que 10 µm). De-
vem apresentar, igualmente, boas propriedades mecânicas transferindo
gradualmente as forças para o tecido em formação. As caracteŕısticas
anteriormente apresentadas, por vezes, antagónicas, são fundamentais
para o design optimizado de scaffolds. Neste artigo, para além de se
apresentarem detalhadamente as caracteŕısticas que um scaffold deve
possuir para aplicações em Engenharia de Tecidos, é igualmente, apre-
sentado uma ferramenta de projecto assistido por computador de scaf-
folds que visa a concepção de matrizes com valores optimizados do
ponto de vista de porosidade, propriedades mecânicas e caracteŕısticas
de vascularisação. Para tal, e no sentido de se obterem representações
de scaffolds o mais biomiméticos posśıveis, são utilizadas superf́ıcies
triplas periódicas (por exemplo superf́ıcies de Schwartz) para a sua
modelação.

Numerical Simulation of the Incompressible
Navier-Stokes Equations in a Moving Domain:

Application to Hemodynamics

Gonçalo Pena

gpena@mat.uc.pt

CMUC, Universidade de Coimbra

The accurate simulation of blood flow in arteries is critical if we
are to trust the simulation’s predictions. In a fluid-structure interac-
tion setting, as it is the case of blood flowing in arteries, it is all the
more important to obtain reliable results to understand, for example,
the impact of pathologies on blood flows in the cardiovascular system.
In large arteries, blood behaves like a Newtonian fluid and can be mo-
delled by the incompressible Navier-Stokes equations. In this talk we
address the numerical simulation of the incompressible Navier-Stokes
equations defined in a moving domain and its application to the simula-
tion of blood flow in (large) arteries. The presentation is divided in two
parts: in the first part, we introduce the Navier-Stokes equations and
discuss how to solve them numerically using high order approximation
methods in space and time; the second part of the talk is dedicated
to the application of the numerical algorithm presented to a simple
hemodynamics problem.
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Construção de Trajectórias de Varrimento
Linear para Fabricação Rápida

Miguel Belbut Gaspar

miguel.gaspar@ipleiria.pt

Centro para o Desenvolvimento Rápido e Sustentado de Produto, IPLeiria

Em diversas aplicações industriais, e em particular no domı́nio da
fabricação rápida, é recorrente o problema de efectuar o varrimento
de uma região do plano, tipicamente por segmentos de recta paralelos.
Dependendo da aplicação concreta, diferentes restrições deverão ser
levadas em conta, assim como diferentes objectivos são pasśıveis de
optimização.

O trabalho apresentado foi motivado em particular pela aplicação na
fabricação rápida aditiva por extrusão. Esta técnica consiste na cons-
trução de uma peça tridimensional camada-a-camada, pela deposição
intermitente de um filamento de material extrudido. Dado que a in-
terrupção do fluxo de material afecta negativamente quer a geome-
tria quer as propriedades mecânicas da peça, assim como o tempo de
execução, pretende-se minimizar as descontinuidades da trajectória de
varrimento.

Neste sentido, procurou-se estabelecer uma definição formal clara
do problema, no contexto da topologia, e apresenta-se um algoritmo
para construir tais trajectórias, e sua implementação em Matlab. O
algoritmo desenvolvido poderá ser aplicado em outros domı́nios, como
o CNC ou sistemas automatizados de pintura.
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The Importance Of Numerical Analysis On The
Optimization Of Transcranial Direct Current

Stimulation

Paula Faria(a)e Alberto Leal(b)

pfaria@estg.ipleiria.pt
(a)Mathematics Department, School of Technology and Management and Centre
for Rapid and Sustainable Product Development, Polytechnic Institute of Leiria

(b)Neurophysiology Department, Centro Hospitalar Psiquiátrico de Lisboa

Transcranial Direct Current Stimulation (tDCS) is a non-invasive,
painless and reversible technique that is able to modulate the cortical
excitability and its optimization has much been assisted by numerical
methods. However, despite the increasing interest in transcranial appli-
cation of weak direct currents for clinical practice, the low focality and
the unknown distribution of the electric field in the human head are
critical drawbacks that remain to be overcome. In this study we use the
finite element method and a spherical head model to optimize the cli-
nical application of tDCS. We solve the Laplace Equation and quantify
the electric field distribution in the brain for different electrode confi-
gurations. We show that the use of a mixed electrode system - a small
electrode positioned over the region of interest and a bigger one, posi-
tioned on the scalp away from the first one; can increase the focality in
the cortex and allow for effective stimulation in regions that are located
up to about 3 cm below the inner surface of the skull. In addition, the
electrode montage proposed by this study for the application of tDCS
allows the application of tDCS concomitantly with the recording of the
neuronal activity using EEG. Our approach was tested in two epilep-
tic patients and the results suggest that a significant reduction of the
epileptic activity can be achieved for patients with refractory epilepsy.
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5.5 Sistemas Dinâmicos

Org. João Lopes Dias (ISEG-UTL)
jldias@iseg.utl.pt

9 de Julho, 6a feira, 16h30-17h45 (Sessão temática IV)

16h30-16h50 Diogo Pinheiro: The chaotic motion of a charged
particle moving in an electric lattice under a uniform magnetic
field

16h55-17h15 Alexandre Rodrigues: Dinâmica perto de redes he-
terocĺınicas

17h20-17h45 Rui Paiva: Hopf bifurcation in one-dimensional sym-
metric coupled cell networks

10 de Julho, Sábado, 14h30-15h45 (Sessão temática V)

14h30-14h50 Pedro Duarte: Lyapunov Morse functions on flag
manifolds

14h55-15h15 Célia Ferreira: Propriedades estáveis de campos vec-
toriais com divergência nula

15h20-15h45 Gianluigi del Magno: A random fixed point theorem
for certain transfer operators
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The chaotic motion of a charged particle
moving in an electric lattice under a uniform

magnetic field

Diogo Pinheiro

CEMAPRE ISEG-UTL

We study the dynamical properties of the motion of a charged par-
ticle in a lattice of fixed charges and under the effect of a uniform mag-
netic field. This dynamical system is Hamiltonian with two degrees
of freedom. The main result states that there exists a subset on the
space of parameters and energy level sets for which there is an invariant
subset where the Hamiltonian system under consideration contains a
suspension of a subshift of finite type with positive entropy.

Dinâmica perto de redes heterocĺınicas

Alexandre Rodrigues

CMP FCUP

Em equações diferenciais com simetria, é frequente a ocorrência de
redes heterocĺınicas robustas associadas a focos instáveis ou a soluções
periódicas. Neste seminário, vamos discutir propriedades geométricas
e “robustas”que surgem na vizinhança destas redes heterocĺınicas, de-
signadamente, estabilidade assimptótica, switching e cycling e analisar
situações genéricas em que podem ocorrer. Vamos ainda ver em que
condições a dinâmica perto da rede tem uma ferradura suspensa.

Hopf bifurcation in one-dimensional symmetric
coupled cell networks

Rui Paiva

CMP FCUP, IPLeiria

We consider symmetric coupled cell networks of differential equa-
tions. We show that already at the level of Abelian symmetry, very
degenerate codimension-one bifurcations can occur. This degenerate
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behaviour occurs due to the restrictions that the symmetry group of
the network and the network structure impose at the associated cou-
pled cell networks of differential equations. (Joint work with Ana Paula
S. Dias.)

Lyapunov Morse functions on flag manifolds

Pedro Duarte

CMAF FCUL

Flag manifolds are boundaries of the special linear group SL(n,R),
and in particular they are homogeneous spaces under the action of this
group. Given such a boundary M and a positive definite symmetric ma-
trix A ∈ SL(n,R), we describe a class of associated functions which are
simultaneously Z2-perfect Morse functions of M and Lyapunov func-
tions for the diffeomorphism ϕA : M → M induced by A on M . The
topology of M as well as the dynamics of ϕA are completely determined
by the critical point structure of these functions.

Propriedades estáveis de campos vectoriais com
divergência nula

Célia Ferreira

CMP FCUP

Sejam M uma variedade Riemanniana, conexa, fechada com di-
mensão n ≥ 3 e X1

µ(M) o conjunto dos campos vectoriais com di-
vergência nula em M , munido da topologia C1. Dizemos que X ∈
X1
µ(M) verifica a propriedade estrela se existir uma C1-vizinhança U

de X tal que todo Y ∈ X1
µ(M) ∩ U tem todas as singularidades e to-

das as órbitas periódicas hiperbólicas. Nesta palestra abordaremos as
seguintes questões:

• Se X ∈ X1
µ(M) verifica a propriedade estrela, então X não possui

singularidades e X é Anosov.

• Se X ∈ X1
µ(M) é estruturalmente estável, então X pode ser apro-

ximado por um Y ∈ X1
µ(M) Anosov.
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• X ∈ X1
µ(M) pode ser aproximado por Y ∈ X1

µ(M) Anosov ou por
Z ∈ X1

µ(M) com um ciclo heterodimensional.

A random fixed point theorem for certain
transfer operators

Gianluigi del Magno

CEMAPRE ISEG-UTL

We present a random fixed point theorem for transfer operators
related to expanding maps on manifolds. As an application of this
result, we show that the filtering process associated to random maps
that expand in average is exponentially asymptotically stable.

This is joint work with Jochen Broecker (MPIPKS, Dresden).
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5.6 Ensino da Matemática

Org. Paula Faria (ESTG-IPLeiria)
pfaria@estg.ipleiria.pt

8 de Julho, 5a feira, 17h00-18h15 (Sessão temática I - Instrumentos
de Avaliação)

17h00-17h15 José Azevedo, Cristina Torres, Ana Paula Lopes e
Lurdes Babo: Questões de Escolha Múltipla - Uma Opção em
Matemática

17h15-17h30 Miguel Abreu e Maria João Afonso: Prova de Ma-
temática da SPM: Propósitos e Metodologia de Construção de um
Teste Estandardizado

17h30-17h45 Helena Monteiro e Ana Moura Santos: Testes Es-
tandardizados de Matemática: O Que Se Faz Lá Fora

17h45-18h00 Rui Paiva: Testes e exerćıcios de treino de Ma-
temática online

9 de Julho, 6a feira, 10h20-11h35 (Sessão temática II - Dificuldades
no Ensino da Matemática)

10h20-10h35 Nuno Crato e Joana Teles: O papel dos exerćıcios
e dos problemas no ensino e no desenvolvimento do racioćınio
matemático

10h35-10h50 Maria Helena Monteiro, Maria João Afonso e Maŕılia
Pires: Respostas erradas aos itens do PMAT-00: hipóteses expli-
cativas

10h50-11h05 Carlos Santos: Matemática Elementar em Singa-
pura

11h05-11h20 Maria Eugénia Ferrão e José G. Dias: Latent class
models with concomitant variables: an approach to the unders-
tanding of mathematics learning
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9 de Julho, 6a feira, 11h45-13h00 (Sessão temática III - Manuais e
Instrumentos de Apoio ao Ensino)

11h45-12h00 Maria Helena Damião e Maria da Luz Sécio: Análise
de manuais escolares de matemática do 9.o ano de escolaridade

12h00-12h15 Isabel Hormigo e Carlos Grosso: Avaliação e certi-
ficação de manuais escolares

12h15-12h30 Maria Isabel Festas e Maria Helena Damião: Lugar
da resolução de problemas nas orientações curriculares para a
matemática e análise da sua validade

12h30-12h45 Jaime Carvalho e Silva: Dois estudos recentes do
ICMI

9 de Julho, 6a feira, 16h30-17h45 (Sessão temática IV - Ensino
Superior)

16h30-16h45 André Herdade, Amélia Silva e Yasser Omar: (In)Su-
cesso na Matemática face a outras disciplinas: um estudo com-
parado no ISEG-UTL (1993-2008)

16h45-17h00 Sara Tribuzi M. N. Morais e M. Teresa T. Monteiro:
A aplicação dos Métodos Numéricos na Engenharia - uma ex-
periência pedagógica

17h00-17h15 Arménio António da Silva Correia: Objectos de En-
sino e Aprendizagem da Matemática Elementar à Matemática
Aplicada

17h15-17h30 Francisco Lage Calheiros: Que Ensinar, Como En-
sinar, Matemática a alunos de cursos de Engenharia
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10 de Julho, Sábado, 14h30-15h45 (Sessão temática V - Do lado
lúdico...)

14h15-14h30 Pedro J Freitas: Matemática e composição musical

14h30-14h45 Alexandra Nascimento Baptista, Cidália Macedo,
Diogo Baptista, Liliana Ferreira e Rui Pinto: CiênciaLIZar através
da concepção e desenvolvimento de uma Ideia

14h45-15h00 Alda Carvalho, Carlos Santos, João Pedro Neto e
Jorge Nuno Silva: Baralho aritmético

15h00-15h15 Ma de Fátima Pacheco, Florbela Fernandes, Ana I.
Pereira e Paula Odete Fernandes: Experiências com a exposição
Eurekit

15h15-15h30 Maria de Fátima Vale de Gato Santos Rodrigues:
Adoras Matemática? Óptimo! Detestas Matemática? Perfeito!

10 de Julho, Sábado, 14h30-15h45 (Sessão temática VII - Progra-
mas e Formação de Professores)

14h30-14h45 Sara Caldeira e Helena Mouriño: A Estat́ıstica e as
Probabilidades no Ensino Secundário: Análise dos programas de
Matemática A e B

14h45-15h00 Marina Rodrigues e Hugo Menino: O sentido de
número dos futuros professores do 1o Ciclo

15h00-15h15 C. Miguel Ribeiro e Helena Gomes: O que distingue
o Saber Fazer do Saber Ensinar a Fazer: A especificidade do
conhecimento matemático para o ensino

15h15-15h30 Maria Helena Damião e Ana Cristina Magalhães:
Planos da Matemática: Interpretação e Concretização no 3.o Ci-
clo do Ensino Básico
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10 de Julho, Sábado, 16h00-17h15 (Sessão temática VI - Ensino
Básico)

16h00-16h15 Daniela Azevedo e Sandra Campelos: Novos Pro-
gramas, Outra Aprendizagem
Novos Desafios, Outra Abordagem

16h15-16h30 Dina Tavares, Nuno Ráınho e Rita Cadima: Mate-
matrix

16h30-16h45 Hélia Pinto: A importância dos modelos no processo
de matematização: o caso da multiplicação e divisão de números
racionais

16h45-17h00 José Manuel dos Santos dos Santos: Actividades
algébricas no 5o ano do Ensino Básico no contexto da imple-
mentação do programa do ensino básico à generalizar em 2010-
2011

10 de Julho, Sábado, 16h00-17h15 (Sessão temática VIII - Tecno-
logias no Ensino)

16h00-16h15 Alda Carvalho e Carlos Santos: Ensinar matemática
em quadros interactivos

16h15-16h30 Vera Dias e Paula Marta Bruno: A aprendizagem
na disciplina de Matemática com recurso a novas tecnologias

16h30-16h45 Maria da Graça Marques e Maŕılia Pires: Desenhar
com funções: um projecto pedagógico

16h45-17h00 Joaquim Mateus: O GeoGebra e as tarefas no novo
programa
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Questões de Escolha Múltipla
Uma Opção em Matemática

José Azevedo, Cristina Torres, Ana Paula Lopes e Lurdes Babo

jazevedo@iscap.ipp.pt, ctorres@iscap.ipp.pt, aplopes@iscap.ipp.pt,

lbabo@iscap.ipp.pt
Instituto Superior de Contabilidade e Administração do Porto - ISCAP,

Instituto Politécnico do Porto - IPP

Pretende-se com este artigo analisar a construção de questões de
escolha múltipla. Averiguar até que ponto este tipo de questões po-
dem ser consideradas uma alternativa, na avaliação, a outros métodos,
especialmente na área de Matemática, em oposição aos métodos tradi-
cionais, tais como as questões de resposta aberta.

Nesse sentido, ilustramos algumas opiniões de investigadores. Mui-
tas vezes, a percepção que se tem sobre a construção deste tipo de
questões, e por sua vez a elaboração de testes/exames, é que são fáceis
de criar. Mas não é verdade! Uma boa construção deste tipo de
questões, testes e exames, é um trabalho duro e exige alguma habi-
lidade para a sua elaboração por parte dos professores.

Analisam-se as dificuldades de construção das questões de escolha
múltipla bem como algumas das suas vantagens e limitações. Referimos
também as cŕıticas frequentes e preocupações acerca das questões de
escolha múltipla. Também são apresentadas algumas orientações com
o objectivo de melhorar a qualidade das questões de escolha múltipla.

Como é sabido o uso das novas tecnologias é recomendado por várias
organizações europeias (Parlamento Europeu, ODL Liaison Committee,
entre outros). Como resposta a essas recomendações temos vindo a usar
a plataforma Moodle, tecnologia que oferece aos professores ferramentas
para criar oportunidades de aprendizagem diferenciadas para os alunos.

Finalmente, mostram-se alguns exemplos de questões de escolha
múltipla na área de Matemática, e ilustram-se como podemos tirar
proveito e melhorar este tipo de questões.

Palavras-chave: Matemática, Questões de Escolha Múltipla, Tecno-
logia em Educação, Métodos de Ensino.
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Prova de Matemática da SPM: Propósitos e
Metodologia de Construção de um Teste

Estandardizado

Miguel Abreu(a)e Maria João Afonso(b)

mabreu@math.ist.utl.pt, jafonso@fp.ul.pt, majafonso@netcabo.pt
(a)SPM/IST-UTL, (b)FP-UL

Este trabalho introduz um novo teste estandardizado de conheci-
mentos de Matemática, actualmente em fase de desenvolvimento ex-
perimental, dirigido aos estudantes que frequentam o 1o ano do ensino
superior português em cursos de ciência e tecnologia. Propõe-se esclare-
cer, por um lado, o “porquê”da criação deste instrumento - motivações
e propósitos da iniciativa de construção do teste por parte da SPM -
e, por outro lado, o “como”do desenvolvimento do instrumento - me-
todologia e técnicas de construção e estudo do teste.

Um ponto da situação será efectuado, dando conta das fases do
projecto já completadas, e os principais resultados e conclusões cons-
tituirão enquadramento para a identificação dos passos seguintes do
projecto, seus objectivos e principais opções metodológicas.

Testes Estandardizados de Matemática: O Que
Se Faz Lá Fora

Helena Monteiro(a)e Ana Moura Santos(b)

helena.monteiro@ipt.pt, amoura@math.ist.utl.pt
(a)Escola Superior de Tecnologia de Abrantes, IPT

(b)Instituto Superior Técnico, UTL

O nosso interesse em construir um Teste de Matemática Estandardi-
zado para aferir os conhecimentos dos estudantes portugueses à entrada
de um curso superior de ciências e tecnologia, conduziu-nos a um le-
vantamento sistemático de O Que Se Faz Lá Fora sobre métodos de
aferição de conhecimentos de Matemática na transição do ensino se-
cundário, ou equivalente, para o ensino superior. Dependendo do páıs,
e também da instituição de ensino, o estudante pode ter de fazer mais
de uma prova de Matemática, integrada ou não num conjunto de provas
requeridas para o ingresso, realizadas num único ou em diferentes mo-
mentos. Nesta comunicação, pretendemos mostrar que, apesar de haver
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alguma uniformidade nas áreas de conteúdo destes testes, existe uma
grande diversidade no formato dos itens, no tempo de duração e na uti-
lização de calculadora e de formulário. O mesmo acontece em relação
à natureza da instituição responsável pela elaboração, organização e
aplicação do teste.

Testes e exerćıcios de treino de Matemática
online

Rui Paiva

rui.paiva@estg.ipleiria.pt

Dep. Matemática, ESTG-IPLeiria e CMUP - Centro de Matemática da

Universidade do Porto

O STACK (System for Teaching and Assessment using a Computer
algebra Kernel) é um sistema gratuito de construção de testes de Ma-
temática online desenvolvido na Universidade de Birmingham no Reino
Unido. Os sistemas de avaliação online presentes nas plataformas de
ensino/aprendizagem convencionais, por exemplo Blackboard e Moo-
dle, são muito limitados no tipo de perguntas que podem incluir nos
seus testes. Nestas plataformas não podem ser implementadas pergun-
tas cuja resposta correcta possa ser dada de muitas formas diferentes
ou em que existe uma grande variedade de respostas correctas.

No STACK, o aluno pode apresentar a sua resposta sob a forma
de uma expressão matemática. O sistema utiliza o software livre Ma-
xima (semelhante ao Matlab e ao Maple) para manipular expressões
matemáticas na forma simbólica e comparar as respostas do aluno e do
professor.
Exemplo: O aluno apresenta numa pergunta a resposta
(2x+x^2+1)/(1+x). O STACK transforma a expressão introduzida em
código LATEX e pergunta ao aluno se deseja submeter 2x+x2+1

1+x . Se a
resposta do professor for, por exemplo, (x^2+2x+1)/(x+1) a diferença
entre as duas respostas é 0 e considera que o aluno respondeu bem.
O professor, se o desejar, pode incluir a resolução da pergunta e/ou
comentários à resposta do aluno.

À semelhança do Matlab, o Maxima manipula integrais, derivadas,
sistemas de equações lineares, equações diferenciais, vectores, matrizes,
gráficos, distribuições de probabilidades, etc. Todas as funcionalidades
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do Maxima podem ser utilizadas no STACK.
As perguntas do STACK são processadas em código LATEX e podem

depender de parâmetros e funções aleatórias definidas pelo professor.
Deste modo, os testes possuem elevada qualidade tipográfica e são di-
ferenciados para cada aluno. Na modalidade de teste de treino o aluno
pode praticar inúmeras vezes perguntas semelhantes até obter aprovei-
tamento no teste.

Podemos associar o STACK a plataformas de ensino/aprendizagem
convencionais com o objectivo de fazer uso dos seus sistemas de au-
tenticação, classificação de testes, registo de tentativas de resposta e
restantes registos estat́ısticos. Vamos apresentar a sua associação ao
Moodle.

O STACK foi utilizado no primeiro semestre do ano lectivo 2009-10
na Escola Superior de Tecnologia e Gestão do Instituto Politécnico de
Leiria. Os 300 alunos de quatro cursos realizaram exerćıcios de treino
e trabalhos de casa diferenciados online. Após conclúırem os trabalhos
obtiveram de imediato a correcção das respostas e a sua classificação.
Concluiu-se ser uma ferramenta com elevado potencial no ensino da
Matemática e um importante complemento do ensino tradicional.
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O papel dos exerćıcios e dos problemas no ensino
e no desenvolvimento do racioćınio matemático

Nuno Crato(a)e Joana Teles(b)

ncrato@iseg.utl.pt, jteles@mat.uc.pt
(a)ISEG-UTL e Sociedade Portuguesa de Matemática

(b)Universidade de Coimbra e Sociedade Portuguesa de Matemática

Exerćıcios, problemas e desafios são parte integrante e indispensável
do ensino da matemática. Por vezes, insiste-se na necessidade de pro-
blemas não rotineiros, condenando a rotina como inimiga do racioćınio.
Nesta apresentação distinguem-se os três tipos de problemas atrás re-
feridos e argumenta-se que todos são necessários no ensino da ma-
temática. Defende-se a necessidade de recuperar o papel dos exerćıcios,
mesmo que rotineiros, e apontam-se os inconvenientes de basear o en-
sino apenas em problemas não rotineiros ou em problemas em contexto.
Discute-se o papel dos desafios das Olimṕıadas de Matemática.
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Respostas erradas aos itens do PMAT-00:
hipóteses explicativas

Maria Helena Monteiro(a), Maria João Afonso(b)e Maŕılia Pires(c)

helena.monteiro@ipt.pt, jafonso@fp.ul.pt, mpires@ualg.pt
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O PMAT-00 é uma versão experimental de um Teste de Matemática
da SPM, que foi aplicado a alunos do 1.o ano de cursos de ciências e
tecnologia no ińıcio do ano lectivo 2009/2010. Com este teste, para
além de averiguar o grau de preparação dos estudantes para apren-
derem as matérias de Matemática que lhes são propostas no 1.o ano
do curso em que acabaram de ingressar, também se ambiciona com-
preender a natureza das suas principais dificuldades e identificar as
falhas do ensino da Matemática que estão na base dessas dificulda-
des. Para atingir este objectivo, considerámos os itens discriminativos
do PMAT-00 e analisámos aqueles em que uma das alternativas de
resposta errada foi seleccionada por um número significativo de estu-
dantes. Algumas explicações alternativas para os erros frequentes de
resposta são enunciadas, prevendo-se a posterior aplicação de metodo-
logia apropriada ao estudo mais detalhado das respostas, com vista à
validação das hipóteses explicativas avançadas.

Matemática Elementar em Singapura

Carlos Santos

cps.carlos@gmail.com

Instituto Superior de Educação e Ciências

A matemática elementar não é uma simples colecção desconexa de
factos sobre números e algoritmos de cálculo. Antes, é um campo
intelectualmente exigente, desafiador e excitante.

Esta frase, retirada do livro recentemente publicado Saber e En-
sinar Matemática Elementar escrito por Liping Ma, traduz uma das
ideias mais importantes sobre este tema. Realmente, e de forma infe-
liz, até matemáticos experimentados por vezes tendem a pensar que a
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matemática elementar é um mero conjunto de esquemas procedimen-
tais que devem ser adquiridos de forma competente em criança e que
é uma espécie de �pré-matemática avançada� que servirá o futuro de
forma meramente instrumental. Este pensamento tem alguma verdade,
mas não é de forma alguma tudo. Nesta apresentação pretende-se dar o
exemplo relativo ao sistema utilizado em Singapura, caso paradigmático
de um Páıs recorrentemente colocado nos lugares cimeiras dos melhores
estudos internacionais. A tomada de consciência da exigência associada
a este tema bem como da subtil carga conceptual que lhe está associada
são segredos do seu sucesso.

Latent class models with concomitant variables:
an approach to the understanding of

mathematics learning

Maria Eugénia Ferrão(a)e José G. Dias

meferrao@ubi.pt
(a)Mathematics Department of University of Beira Interior

Concerns over mathematics learning have been increasing over the
world giving special interest to the understanding of how learning hap-
pens. The research project called School Effectiveness in Teaching-
Learning of Mathematics allowed a longitudinal study in the primary,
elementary and lower secondary education which was conducted between
2004 and 2009. It stated as one of the specific objectives the develop-
ment and promotion of quantitative methods in education, particularly
in mathematics education. This paper presents a latent class model
with concomitant variables applied to the data of a paired sample of
276 students enrolled in the 7th grade. The response variable repre-
sents whether learning has or has not occurred during the year and the
concomitant variables are scores to assess the level of fluid intelligence
components. Model parameter estimates suggest that there are two
latent classes supported in verbal and spatial reasoning.

Keywords: latent class model, concomitant variables, clustering,
mathematics learning, fluid intelligence, assessment.
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Análise de Manuais Escolares de Matemática do
9.o ano de Escolaridade

Maria Helena Damião e Maria da Luz Sécio

hdamiao@fpce.uc.pt

Faculdade de Psicologia e Ciências da Educação da Universidade de Coimbra

Alguns estudos que incidem sobre as aprendizagens começam a ligar
o insucesso académico a certas caracteŕısticas que os manuais escolares
apresentam, sobretudo se pensarmos que eles constituem um recurso
educativo essencial, não só de estudo individual, como de apoio às aulas.

Neste particular, destacamos o Programme for International Stu-
dent Assessment (PISA) que assinala este aspecto como um dos res-
ponsáveis pelos baixos resultados na área da Matemática.

Considerando a pertinência do tema, empreendeu-se um estudo que
incidiu na análise da temática de Geometria em cinco dos seis manuais
de Matemática dispońıveis no mercado. A opção por esta temática
deve-se ao facto de ser a mais representativa no 9.o ano de escolaridade.

Tal análise foi concretizada com base numa grelha estruturada, na
qual constam devidamente especificadas e operacionalizadas as com-
petências essenciais que os alunos devem adquirir/desenvolver ao longo
do Ensino Básico.

Esclareça-se que a construção da grelha assentou no inventário e
definição de competências constantes, simultaneamente, no Curŕıculo
Nacional do Ensino Básico (2001) e no it Programme for International
Student Assessment.

Os dados recolhidos evidenciaram um distanciamento entre as pro-
postas de pedagógico-didácticas apresentadas nos manuais em causa
e aquelas que entendem por adequadas para concretizar as referidas
competências.

Daqui se retiram implicações, tanto para a construção de manuais,
como para a sua exploração por parte dos professores em contexto da
sala de aula.

Numa tentativa de compreender as consequências destes dados,
procurou-se aprofundar a relação entre as aprendizagens matemáticas e
da ĺıngua materna. Considerando que dificuldades em leitura parecem
repercutir-se em dificuldades no desempenho de tarefas matemáticas,
faz-se notar a responsabilidade acrescida na dupla tarefa acima enun-
ciada.
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Avaliação e Certificação de Manuais Escolares

Isabel Hormigo e Carlos Grosso

ishormigo@gmail.com, carlos.grosso@espn.edu.pt

CAME-SPM (Centro de Avaliação e Certificação de Manuais Escolares da

Sociedade Portuguesa de Matemática)

Pretende-se divulgar os processos de avaliação e certificação de ma-
nuais escolares, cujo processo foi pela primeira vez aberto à candidatura
de entidades independentes do Ministério da Educação.

Conforme a legislação em vigor, os manuais de Matemática para
os 1.o, 3.o, 5.o e 7.o anos de escolaridade que entrarão em vigor no
ano lectivo de 2010/2011, foram avaliados por entidades devidamente
certificadas para esse efeito.

Para além dos manuais de Matemática daqueles anos, foram também
sujeitos ao processo de avaliação e certificação os manuais de outras
duas disciplinas, Inglês e Estudo do Meio, mas apenas para um ano de
escolaridade em cada uma.

Dado que foi o primeiro ano em que se desenrolou este processo,
daremos conta de algumas peripécias e das dificuldades que foram sur-
gindo durante os dois meses e meio que a lei estabelece para que se
concluam todos os procedimentos de avaliação e certificação de manu-
ais escolares.

Lugar da resolução de problemas nas
orientações curriculares para a matemática e

análise da sua validade

Maria Isabel Festas e Maria Helena Damião

Faculdade de Psicologia e Ciências da Educação da Universidade de Coimbra

Em diversos páıses, os resultados das aprendizagens académicas
apurados em estudos internacionais como o Timms ou o Pisa, têm
desencadeado um aceso debate em torno da adequação das orientações
pedagógicas para conduzir o ensino, patentes nos curŕıculos, nos pro-
gramas e nos manuais escolares. Esse debate, além de disperso, tem
acontecido de modo sectorial e sido fortemente influenciado por posições
ideológicas, aspectos que, conjugados, têm impedido a reflexão ob-



56 Ensino da Matemática

jectiva e fundamentada em dados cient́ıficos sobre essas mesmas ori-
entações.

Ainda que não se conheça, de modo exacto, a influência que as re-
feridas orientações têm no ensino e, em sequência, na aprendizagem,
partimos do prinćıpio que elas não são alheias ao trabalho de plani-
ficação e de instrução que os professores realizam, nem, às aquisições
escolares dos alunos.

Considerando que a resolução de problemas é uma estratégia viva-
mente recomendada por correntes pedagógicas de teor construtivistas
que têm largo acolhimento no terreno da educação formal, procurou-
-se verificar a sua presença nos documentos curriculares para o Ensino
Básico relativos à matemática - Curŕıculo do Ensino Básico (2001),
antigos Programas de Matemática (1991, 2000, 2004) e novo Programa
de Matemática (2007). Presença que se revelou ser de primeira linha
em todos eles e para todos os ciclos e temáticas.

De seguida, partindo daquilo que se sabe acerca do nosso funcio-
namento cognitivo e, mais especificamente, daqueles aspectos da psi-
cologia cognitiva que são relevantes para o ensino/aprendizagem da
matemática, faz-se uma análise da adequação dessa estratégia.

Começa-se por apresentar o contributo que a psicologia cognitiva
pode dar para um entendimento do ensino/aprendizagem nessa área
disciplinar, nomeadamente, através da elucidação do papel importante
da compreensão, dos esquemas, das estratégias e dos processos ne-
cessários à resolução dos problemas matemáticos. Segue-se uma análise
da forma como se adquirem, recuperam e utilizam os diferentes tipos
de conhecimento - declarativo e procedimental.

As limitações da memória de trabalho, que impõem a necessidade de
se tratarem pequenas unidades de informação, bem como do treino na
recuperação de conhecimentos declarativos e procedimentais, conduzem
a uma estratégia pedagógica que realça a análise cognitiva das tarefas,
e que é contrária àquela que é advogada pelas teses construtivistas.

A defesa de um ensino estruturado a partir de problemas que os
alunos devem resolver, através da descoberta, parece contrariar aquilo
que actualmente sabemos acerca da arquitectura e funcionamento cog-
nitivos.
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Dois Estudos recentes do ICMI

Jaime Carvalho e Silva

jaimecs@mat.uc.pt
Departamento de Matemática, Universidade de Coimbra

Secretário Geral do ICMI

Proponho-me apresentar o programa de Estudos desenvolvido pelo
ICMI há cerca de 20 anos de que já resultaram 17 livros publicados
inicialmente pela Cambridge University Press e actualmente pela edi-
tora Springer. Focarei a minha intervenção nos dois últimos publicados
“Challenging Mathematics in and beyond the classroom”e “Mathema-
tics Education and Technology - Rethinking the terrain”. Como foram
produzidos (com a participação de toda a comunidade internacional),
que contêm estes dois livros (na sua redacção intervêm sempre numero-
sas pessoas), que ajuda podem fornecer a matemáticos, professores de
matemática e educadores, para que se possa caminhar para um melhor
ensino da Matemática em todos os ńıveis de ensino e em todos os cantos
do mundo.

(In)Sucesso na Matemática face a outras
disciplinas: um estudo comparado no ISEG-UTL

(1993-2008)

André Herdade, Amélia Silva e Yasser Omar

andreherdade@gmail.com, ameliasilva2@hotmail.com,

yasser.omar@iseg.utl.pt

CEMAPRE, Departamento de Matemática, ISEG - Universidade Técnica de

Lisboa

Iremos apresentar um estudo comparativo sobre o sucesso escolar
nos blocos das disciplinas de Contabilidade, de Economia e de Ma-
temática (que inclui as disciplinas de Estat́ıstica) no Instituto Supe-
rior de Economia e Gestão (ISEG), na Universidade Técnica de Lisboa
(UTL), entre 1993 e 2008. O tratamento dos dados foi feito usando
estat́ıstica descritiva, e tendo em conta dois peŕıodos, 1993-2006 (pré-
Bolonha) e 2006-2008 (Bolonha), assim como a introdução de um re-
gime de precedências e de semestres alternativos em 2002.

Depois de comparados os resultados dos diferentes blocos de disci-
plinas, entre si e com os resultados da licenciatura, concluiu-se que o
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bloco de Matemática, entre os três em estudo, é o que apresenta maior
insucesso,apesar das semelhanças entre os vários blocos, e que este in-
sucesso se correlaciona com os resultados das licenciaturas, levando a
que os alunos demorem, em média, um ano a mais para concluirem os
seus estudos. Verificámos também que o aumento do número de anos
para completar as disciplinas ou os cursos em estudo se relaciona com
a diminuição das notas, e ainda, que as cadeiras iniciais de cada bloco
de disciplinas estudado apresentam maior sucesso nos semestres alter-
nativos aos programados. Finalmente, discutiremos a diminuição do
espectro de distribuição das médias dos alunos no final da licenciatura,
em relação às médias de entrada.

A aplicação dos Métodos Numéricos na
Engenharia - uma experiência pedagógica

Sara Tribuzi M. N. Morais e M. Teresa T. Monteiro

a49993@alunos.uminho.pt, tm@dps.uminho.pt

Departamento de Produção e Sistemas, Universidade do Minho

Os Métodos Numéricos têm um papel estrutural, de carácter trans-
versal na formação em cursos de Engenharia. São ainda muito utiliza-
dos em problemas nas áreas de Economia, Medicina, F́ısica, Qúımica,
entre outras. Os Métodos Numéricos procuram desenvolver processos
de cálculo (algoritmos), utilizando uma sequência finita de operações
aritméticas básicas, de forma a que certos problemas matemáticos se
tornem exeqúıveis. Estes algoritmos envolvem, em geral, um grande
número de cálculos aritméticos. Não é pois de estranhar que, nas
últimas décadas, com o rápido crescimento das potencialidades dos
computadores digitais, o papel dos Métodos Numéricos na resolução
de problemas de engenharia tenha sofrido grande incremento.

As mais de duas décadas a leccionar a disciplina de Métodos Nu-
méricos a cursos de Engenharia, levaram à constatação da dificuldade
dos alunos, na identificação e aplicação dos vários tópicos de Métodos
Numéricos nas unidades curriculares dos respectivos cursos e ainda nou-
tras situações. Este trabalho surge então, da solicitação ao longo dos
anos, pelos alunos, de um documento deste teor, com resolução simples
e directa de exerćıcios de Métodos Numéricos aplicados à Engenharia
e outras Ciências. É uma publicação de carácter pedagógico que com-
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pila uma colecção de exerćıcios resolvidos de Métodos Numéricos todos
com aplicação prática e de grau de complexidade compat́ıvel com a
sua resolução em ambiente de aula ou exame. A resolução é feita ma-
nualmente e com recurso a software numérico espećıfico. As matérias
abordadas são: erro numérico, solução de uma equação não-linear, sis-
temas de equações lineares, sistemas de equações não-lineares, inter-
polação numérica, mı́nimos quadrados, diferenciação numérica e inte-
gração numérica. A pesquisa de exerćıcios com aplicação prática, recor-
rendo a várias fontes de informação, levou a uma selecção na área da
Engenharia Ambiental, Biológica/Biomédica, Qúımica, Civil, Comu-
nicações/ Informática, Electrónica/Electrotécnica, Mecânica, Gestão
Industrial, F́ısica e outras.

Este projecto foi desenvolvido no âmbito duma Bolsa de Integração
na Investigação (BII) da Fundação para a Ciência e a Tecnologia (FCT).

Objectos de Ensino e Aprendizagem da
Matemática Elementar à Matemática Aplicada

Arménio António da Silva Correia

armenioc@isec.pt

Instituto Superior de Engenharia de Coimbra

Nas fichas das unidades curriculares de Matemática Elementar, Aná-
lise Matemática II e Matemática Aplicada apresenta-se como objectivo
transversal a importância do aluno em se aperceber do papel estrutu-
rante da Matemática, enquanto ciência de base e ferramenta de suporte
a um racioćınio lógico e estruturado, indispensável nas áreas da enge-
nharia. Mostrar que é imposśıvel resolver e programar correctamente
um problema mal formulado, que possua ambiguidade nos seus termos,
ou para o qual não seja posśıvel recolher os dados necessários e/ou
interpretar os resultados obtidos, é um dos pilares de uma formação
cient́ıfica que ser quer sólida e que faça uso de ferramentas e meto-
dologias de trabalho complementares, como sejam, a utilização de um
laboratório virtual de matemática1 e software de matemática para tra-
tamento e simulação computacional das matérias tratadas analitica-
mente.

A Matemática Elementar2 é uma unidade extra-curricular, criada
na sequência do concurso especial do Acesso a Maiores de 23 Anos, que
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tem como objectivo principal dar formação de base em matemática,
relativamente a matérias do ensino secundário, e, em particular so-
bre o Cálculo Diferencial em IR como rampa para uma iniciação ao
Cálculo Integral em IR. Recorrendo ao Geogebra são criados objectos
de aprendizagem que tornam simples a compreensão de assuntos de
base e outros, por exemplo, a simulação da lei dos senos.

Na Análise Matemática II3 da Licenciatura em Eng. Informática
e curso Europeu de Informática o programa está estruturado em duas
partes: 1a parte - Cálculo Diferencial em IRn e Integrais Múltiplos; 2a

parte - Tópicos de Métodos Numéricos. A existência de aulas práticas-
laboratoriais torna posśıvel dar formação de programação em Matlab
e Maple. Ao longo do semestre são propostas actividades para criação
de objectos de ensino e aprendizagem que facilitam a compreensão,
visualização 3D e assimilação de matérias do programa da unidade
curricular.

Em Matemática Aplicada4 da Licenciatura em Eng. Biomédica -
Ramo de Bioelectrónica as equações diferenciais são o objecto princi-
pal de estudo. Também nesta unidade curricular, para além das aulas
teóricas existem aulas práticas-laboratoriais, onde a formação minis-
trada permite aos alunos adquirirem conhecimentos de programação
de GUIs em Matlab para criarem, por exemplo, objectos de ensino e
aprendizagem sobre transformadas de Laplace e aplicações que permi-
tem avaliar a quantidade dum medicamento no sangue de um paciente.

O método pedagógico e cient́ıfico utilizado assenta na exposição
das matérias, demonstração e dedução de resultados importantes, re-
solução de exerćıcios e respectivo tratamento computacional através de
programas CAS (Derive, Geogebra, Maple) e do Matlab, assim como,
do acompanhamento dos alunos à distância em regime de b-learning.
A consolidação das matérias passa pela realização de actividades de
aprendizagem e avaliação ao longo do semestre, teste intercalar e pro-
vas de avaliação nas épocas de exame.

1http://lvm.isec.pt/
2http://lvm.isec.pt/∼armenioc/matelementar.htm
3http://lvm.isec.pt/∼armenioc/am2.htm
4http://lvm.isec.pt/∼armenioc/matapl BIOMEDICA.htm
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Que Ensinar, Como Ensinar, Matemática a
alunos de cursos de Engenharia

Francisco Lage Calheiros

xico@fe.up.pt

DEC-FEUPorto e ENEAS - European Network for Environmental Assessment and

Service

Não vou falar do edu QUÊ? nem do MatematiQUÊ? Uma parte
severa das responsabilidades da “catástrofe” dos nossos alunos em Ma-
temática vem dos matemáticos com mais ou menos vinte anos do que
eu e das “escolas” de formação professores de aviário. Também não vou
falar das teorias mais ou menos cient́ıficas do ensino, nem das diversas
imposturas (não é Jean Bricmont e Alan Sokal?)

Não vou falar no secundário e de tudo o que antecede. Os alunos
que temos são estes. NÃO TEMOS OUTROS. E vão desistir, alguns,
mas a maioria vai formar-se mais ano menos ano.

Vou verberar os desajustamentos entre os planos de estudo e a capa-
cidade dos alunos. Mas sobretudo verberar as correcções de provas com
grelhas ŕıgidas, e pontos corrigidos a granel que aumentam seriamente
o insucesso sem garantir que o sucesso (aprovação) seja de qualidade.

Respeitáveis iniciativas como as da minha escola (FEUP), MAFI-
QUI, Consultório de matemática) tiveram um sucesso muito relativo:
mais do mesmo dá mais do mesmo.

1-OS MEUS ALUNOS:

- Cerca de 50% têm domićılio permanente fora do Porto;

- custa caro estudar na universidade;

- origem social cada vez mais modesta e iletrada;

- Quase nunca sabem por onde começar. SEM ESTÍMULO NÃO
COMEÇAM.
A VIDA DE MUITOS ALUNOS É DURA, MUITO DURA, mesmo
nas condições básicas de sobrevivência.

2-O QUE NÃO SE PODE FAZER:
Por muito que nos custe, não pudemos tirar-lhes as máquinas de

calcular; não pudemos tirar-lhes os formulários de derivadas. É como
para a maioria dos adultos tirar-lhes o automóvel.

3-O QUE FAZER EM ANÁLISE 1 (1o ano, 1o semestre)
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Complexos. Polinómios, fracções e as funções associadas. Gráficos,
MUITOS gráficos.
Topologia pouco, muito pouco e só quando motivada pelas necessida-
des.
Séries e séries funcionais. Manipulação de séries funcionais simples:
exp(x), cosx, senx, chx, shx, exp(ix). Critérios de convergência para
QUÊ? Comportamento assimptótico na convergência e na divergência
de séries.
Integração (nunca vi cadeira nenhuma nem livro nenhum com o t́ıtulo
cálculo ou análise PRIMITIVAL): um integral é um número. Bem per-
ceber a interpretação geométrica e ser capaz de avaliar o resultado rapi-
damente com áreas de figuras simples. Não insistir na decomposição em
fracções simples nem no cálculo de “comboios”de expressões ao resolver
integrais de funções racionais de funções trigonométricas.

4-COMO FAZER?
Não sei. E este é o ponto central da minha comunicação.

Mas sei que os estudantes precisam de est́ımulos para não se preparem
para as provas nos últimos dias, depois da prova da cadeira anterior.
Convidá-los a virem trabalhar connosco umas horas todas as semanas
e fotocopiar o que o professor fez com eles tem um efeito multiplicativo
enorme. Diria maior do que o moodle.

5-CONCLUSÃO
Não acredito demasiado no que disse. Posso sempre rever a minha

posição, mas não vou copiar a atitude dos meus professores.

Matemática e Composição Musical

Pedro J. Freitas

pedro@ptmat.fc.ul.pt

FCUL

Analisaremos como alguns compositores contemporâneos utilizaram
conceitos matemáticos nas suas composições, de forma claramente vo-
luntária.
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CiênciaLIZar Através da Concepção e
Desenvolvimento de Uma Ideia

Alexandra Nascimento Baptista(a,b), Cidália Macedo(a), Diogo

Baptista(a,b), Liliana Ferreira(a,c), Rui Pinto(a)

alexandra.nascimento@ipleiria.pt, baptista@estg.ipleiria.pt,

cmacedo@ipleiria.pt, liliana.ferreira@ipleiria.pt, rui.pinto@ipleiria.pt
(a)Escola Superior de Tecnologia e Gestão - Instituto Politécnico de Leiria

(b)CIMA - Centro de Investigação em Matemática e Aplicações - UE
(c)CIO - Centro de Investigação Operacional - FCUL

Nesta apresentação será feita uma descrição do CiênciaLIZar, como
centro de recursos e ensino experimental das ciências e como pólo de
actividades dispońıveis para alunos e professores, podendo estes re-
quisitar exposições ou módulos, sem qualquer custo, através do site
www.ciencializar.ipleiria.pt. Será brevemente descrita a criação do
CiênciaLIZar como um projecto da Ciência Viva e relatado o seu per-
curso até a actualidade. Incidindo nas áreas da Matemática e da F́ısica,
serão apresentadas actividades destinadas aos diferentes ciclos, numa
perspectiva de partilha desta experiência. Um dos principais objecti-
vos do CiênciaLIZar é contribuir para a materialização dos conceitos,
de forma a aprofundar e facilitar o seu entendimento. Deste modo,
ilustrar-se-á como a disponibilidade para observar o que nos rodeia
permite muitas vezes que surjam diversas ideias que se desenvolvem,
se transformam através de várias etapas, permitem a construção de
recursos e originam diferentes actividades, que se pretende que sejam
apelativas para todos aqueles a quem ambicionamos chegar.

Baralho Aritmético

Alda Carvalho(a), Carlos Santos(b), João Pedro Neto(c)e Jorge

Nuno Silva(c)

acarvalho@dem.isel.ipl.pt
(a)ISEL e CEMAPRE

(b)Instituto Superior de Educação e Ciências
(c)FCUL

Os jogos matemáticos, tal como os jogos em geral, são baseados num
conjunto de regras e material apropriado. Por vezes, o mesmo material
serve para um grande número de jogos diferentes. Casos populares
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destes sistemas de jogos são os baralhos de cartas, os dominós, os dados,
etc, que são usados para jogar centenas de jogos..

Seguindo esta linha, nesta sessão apresentaremos um baralho aritmé-
tico criado pela Associação Ludus, que incide fundamentalmente sobre
jogos numéricos. O baralho tanto pode ser usado para jogar um número
apreciável de jogos numéricos clássicos bem conhecidos, como para ten-
tar novos jogos numéricos recentemente inventados.

Experiências com a Exposição EUREKit

Ma de Fátima Pacheco, Florbela Fernandes, Ana I. Pereira e

Paula Odete Fernandes

pacheco@ipb.pt, fflor@ipb.pt, apereira@ipb.pt, pof@ipb.pt

Instituto Politécnico de Bragança

A exposição *EUREKit* - exposição itinerante de jogos mate-
máticos, do Instituto Politécnico de Bragança, é constitúıda por seis
módulos de jogos de estratégia e de tabuleiro. A partir da exploração
dos jogos e da sua relação com a Matemática, este projecto pretende, de
uma forma didáctica e atractiva, contribuir para aumentar o interesse
dos alunos pela disciplina de Matemática. Neste trabalho, apresenta-se
a experiência efectuada na Escola Básica 2, 3 de Vila Flor, onde a ex-
posição permaneceu durante uma semana e onde a população estudantil
manteve contacto com os jogos da Exposição.

Adoras Matemática? Óptimo!
Detestas Matemática? Perfeito!

Maria de Fátima Vale de Gato Santos Rodrigues

Departamento de Matemática Pura, Universidade do Porto

http://clubemath.dmat.fct.unl.pt/proximo-encontro/index_html

Estas interrogações/afirmações percorreram a zona da Grande Lis-
boa, suscitando a curiosidade de miúdos e graúdos. Tratava-se de uma
divulgação do ClubeMath, o Clube de Matemática da Faculdade de



Ensino da Matemática 65

Ciências e Tecnologia da UNL, destinado a crianças e jovens desde o
2o ciclo até ao fim do ensino secundário. Este Clube surgiu em Junho
de 2007, tendo por objectivo principal contrariar o fenómeno social do
“não gosto de Matemática!”. É urgente combater este fenómeno, bem
patente em Portugal e muito mais abrangente do que o universo res-
trito das escolas, porque não pode haver “sucesso em matemática”sem
o “gostar de matemática”. Ambos estão directa e indissociavelmente
ligados.

No ClubeMath desenvolvemos actividades matemáticas lúdicas vi-
sando desmistificar a ideia pré-concebida, e enraizada em muitas men-
tes, de que a matemática tem uma natureza intrinsecamente complexa
e inacesśıvel. No entanto, não defendemos que a Matemática deverá ser
ensinada de forma divertida. Muito pelo contrário, defendemos o rigor e
o formalismo no ensino da Matemática, com as devidas adaptações aos
diferentes ńıveis de ensino. No entanto, achamos que é posśıvel com-
plementar essas abordagens com recurso a actividades paralelas mais
lúdicas e apelativas.

Nesta palestra descrever-se-á a experiência dos 3 anos de actividade
do ClubeMath.

A Estat́ıstica e as Probabilidades no Ensino
Secundário: Análise dos Programas de

Matemática A e B

Sara Caldeira e Helena Mouriño

caldeira sara@hotmail.com
Departamento de Estat́ıstica e Investigação Operacional,

Faculdade de Ciências da Universidade de Lisboa

As caracteŕısticas do mundo actual tornaram a Estat́ıstica e as Pro-
babilidades elementos fundamentais na formação dos cidadãos. Desta
forma, estes temas têm vindo a assumir um papel importante nos Pro-
gramas de Matemática do Ensino Secundário. O presente estudo visa a
analise das temáticas de Estat́ıstica e de Probabilidades nos Programas
de Matemática A e B do Ensino Secundário, bem como das respectivas
brochuras de apoio ao professor. Os resultados obtidos evidenciam a
necessidade de efectuar uma revisão quer nas temáticas de Estat́ıstica
e de Probabilidades nos Programas de Matemática A e B do Ensino
Secundário, quer nas respectivas brochuras de apoio.
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O Sentido de Número dos Futuros Professores
do 1o Ciclo

Marina Rodrigues e Hugo Menino

marinar@esecs.ipleiria.pt, hmenino@esecs.ipleiria.pt

NIDE - Núcleo de Investigação e Desenvolvimento em Educação, IPLeiria

O propósito da comunicação é apresentar um diagnóstico do sentido
do número dos futuros professores do 1o ciclo. Os informantes são 15
estudantes a frequentar o primeiro semestre do 4o ano de Licenciatura
de formação de professores. O instrumento usado na recolha de da-
dos foi um teste diagnóstico de sentido de número (TDSN) elaborado
pela equipa de investigadores do projecto SNUMERO do Núcleo de
Investigação em Educação (NIDE) do Instituto de Investigação, De-
senvolvimento e Estudos Avançados (INDEA) do Instituto Politécnico
de Leiria. A metodologia utilizada foi do tipo qualitativo e interpreta-
tivo, baseada na análise das respostas aos itens do teste. Os resultados
evidenciam que de uma forma geral os futuros professores tendem a usar
estratégias flex́ıveis de cálculo, com evidência de sentido do número, no
contexto dos números inteiros. Já no contexto dos números racionais
(não inteiros) os alunos evidenciam mais dificuldades, desde logo por-
que tendem a generalizar as propriedades dos inteiros ao universo dos
racionais. Adicionalmente evidenciam dificuldades em ver os números
racionais em contexto e em entender o universo dos racionais como um
conjunto denso.

O Que Distingue o Saber Fazer do Saber Ensinar
a Fazer: A Especificidade do Conhecimento

Matemático para o Ensino

C. Miguel Ribeiro(a)e Helena Gomes(b)

cmribeiro@ualg.pt, hgomes@esev.ipv.pt
(a)Universidade do Algarve, CIEO

(b)ESE Viseu

É consensual que a Geometria é um dos temas em que os alunos
apresentam grandes dificuldades. Porém, não é tão consensual o porquê
da ocorrência destas dificuldades ou o tipo de conhecimento que nos
cumpre a nos próprios possuir, enquanto professores, de modo a col-
matar e erradicar essas dificuldades dos alunos.
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Assim, para além de um conhecimento de cada conteúdo que nos
permita saber fazer (para nós próprios), cumpre-nos possuir também
um conhecimento desse conteúdo que nos capacite a saber ensinar a
fazer (torná-lo percept́ıvel aos nossos alunos) e ainda uma visão pe-
riférica de como esse conteúdo evolui ao longo da escolaridade. Todas
estas diferentes formas de conhecimento do conteúdo devem ser ainda
complementadas com um conhecimento de um conjunto de estratégias
“adequadas”, um pleno conhecimento do curŕıculo e um saber que nos
permita antecipar e colmatar as dúvidas e dificuldades dos alunos.

Nesta comunicação, a partir da pretensão de abordar algo “hipote-
ticamente simples”, como seja o estudo dos rectângulos, discutiremos
alguns aspectos da especificidade do conhecimento matemático que,
enquanto professores, devemos possuir de modo a preparar e explo-
rar tarefas que permitam aprendizagens matemáticas significativas. A
discussão desta especificidade do conhecimento matemático para o en-
sino de “rectângulos”tem por intuito maior permitir uma reflexão sobre
a especificidade desse conhecimento relativamente a outros temas que
são também problemáticos em termos das aprendizagens/resultados dos
alunos.

Planos da Matemática: Interpretação e
Concretização no 3.o Ciclo do Ensino Básico

Maria Helena Damião e Ana Cristina Magalhães

hdamiao@fpce.uc.pt

Faculdade de Psicologia e Ciências da Educação da Universidade de Coimbra

O défice evidenciado por avaliações internacionais e nacionais na
aprendizagem da Matemática não tem deixado indiferentes os profes-
sores, os investigadores, os decisores da educação e a comunidade, em
geral. No nosso páıs, uma das iniciativas, tomadas ao ńıvel da tutela,
para fazer face ao problema consistiu na implementação do Plano de
Acção da Matemática.

Estando a ser implementado há três anos, interessa perceber como
foi acolhido e desenvolvido pelos professores de Matemática. Assim, foi
delineado um estudo emṕırico que se apresenta e que incide, numa das
suas medidas: o Plano da Matemática.
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Depois de estabelecido um quadro conceptual de teor pedagógico,
examinaram-se os Planos vigentes nas escolas envolvidas, com o intuito
de identificar as dificuldades com que se confrontavam ao ńıvel do 3.o

Ciclo do Ensino Básico, os objectivos e as estratégias que pensaram
para as superar.

Num segundo passo, e com base no mesmo quadro conceptual,
incidiu-se na interpretação que professores faziam desse Plano e no
modo como o concretizavam, em dois momentos sequenciais: na plani-
ficação da acção em sala de aula e no decurso dessa acção. Para tanto,
solicitou-se-lhes uma entrevista e a resposta a uma escala tipo Likert,
bem como observação de aulas que leccionaram.

Verificou-se que, embora parte dos professores não tivessem estado
na génese do Plano, investiram, tanto no seu conhecimento como na
sua implementação. Verificou-se também a existência de uma relação
estreita entre as intenções plasmadas no Plano e as práticas docentes,
quer isto dizer que, pareceram conscientes do que se lhes era solicitado
e actuaram em conformidade. Verificou-se, ainda, que a sua acção em
sala de aula era tendencialmente consonante com a sua planificação
pré-activa, evocando, frequentes vezes, uma acção investigativa e re-
correndo à tecnologia e a contextos reais. O cuidado com a explicação
clara e coerente exigida aos alunos, assim como a proposta de problemas
foram opções tomadas em muitas das aulas.

Constatou-se, ainda, um pouco à margem dos propósitos do estudo
em causa, uma postura face à escola e ao conhecimento manifestada
pela maioria dos alunos das turmas analisadas que se afigura muito
distante da de alunos dos páıses que apresentam elevados parâmetros
de eficácia, tais como o Japão, a China ou a Finlândia.

Conclui-se a apresentação com uma confrontação entre os dados
obtidos com reflexões e recomendações que diversas equipas de trabalho
têm feito para conduzir as aprendizagens Matemáticas.
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Novos Programas, Outra Aprendizagem
Novos Desafios, Outra Abordagem

Daniela Azevedo e Sandra Campelos

danielaantunesazevedo@gmail.com, scampelos@sapo.pt

Colégio Internato dos Carvalhos

“A Matemática nova ensinada de modo antigo é Matemática velha.”

Bento de Jesus Caraça (1901-1948)

Apesar de direccionados para públicos-alvo diferentes, quer o novo
Programa de Matemática para o Ensino Básico, quer o Referencial de
Competências-Chave de Matemática para a Vida, para os cursos de
Educação e Formação de Adultos (EFA) têm como principal objec-
tivo a formação matemática de indiv́ıduos actuantes numa sociedade
em constante mutação que apela à literacia matemática, bem como à
própria literacia estat́ıstica.

A comunicação, que dará um enfoque especial ao 3.o ciclo do Ensino
Básico e ao ńıvel B3 de Matemática para a Vida, iniciar-se-á com uma
sucinta contextualização dos objectivos subjacentes aos mesmos e com
uma breve reflexão sobre as principais alterações.

A partilha de experiências realizadas no terreno, pelas oradoras,
será privilegiada, com exposição e análise de algumas tarefas imple-
mentadas, nos diferentes contextos em que leccionam.

Com esta comunicação pretende-se contribuir para a difusão de
ideias que promovam boas práticas de ensino, tendo por base as novas
directrizes e as novas exigências que delas emanam, tendo sempre pre-
sente o papel fundamental que a Matemática deve ocupar na formação
de indiv́ıduos cŕıticos, matematicamente literados e estatisticamente
preparados.
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Matematrix

Dina Tavares, Nuno Ráınho e Rita Cadima

nunorainho@esel.ipleiria.pt

ESECS, IPLeiria

Com esta comunicação pretendemos apresentar o Matematrix, um
projecto que visa desafiar os alunos do 1.o Ciclo para a resolução sema-
nal de problemas com recurso às tecnologias. Sob a forma de concurso
on-line, os alunos organizados em equipas vão respondendo aos desafios
e acumulando pontos semana a semana. Em www.matematrix.esecs.pt

é posśıvel conhecer as várias equipas em jogo e as suas pontuações se-
manais e acumuladas, aceder aos problemas já resolvidos e comparar e
discutir os diversos modos de resolução do mesmo problema. Com este
projecto, dinamizado pelo grupo de Matemática da Escola Superior
de Educação e Ciências Sociais de Leiria, pretende-se simultaneamente
contribuir para o desenvolvimento da literacia digital dos alunos e mo-
tivar para a aprendizagem em Matemática.

A Importância dos Modelos no Processo de
Matematização: O Caso da Multiplicação e

Divisão de Números Racionais

Hélia Pinto

hpinto@esecs.ipleiria.pt

NIDE - Núcleo de Investigação e Desenvolvimento em Educação, IPLeiria

Na perspectiva da Educação Matemática Realista, o processo de
matematização é visto como progressivo, tornando-se o conhecimento
cada vez mais formal e abstracto. Particularmente importante é o
processo de transformar um problema do quotidiano numa questão
matemática problemática, através da produção de modelos (matema-
tização horizontal), bem como o processo de reorganização e expansão
do conhecimento e capacidades dentro do próprio sistema matemático
(matematização vertical). Estas formas de matematização distinguem-
se pelo facto de ocorrerem em diferentes ńıveis da compreensão. Para
que os alunos possam progredir do conhecimento informal para o for-
mal, ou seja, conectar a matematização horizontal à vertical, esta pers-
pectiva recomenda que se explorem situações de ensino-aprendizagem
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que os estimulem à actividade de modelação, recorrendo a desenhos,
diagramas ou tabelas.

Num estudo, que teve como objectivo promover o desenvolvimento
do sentido da multiplicação e divisão de números racionais não negati-
vos, foi implementada uma unidade de ensino, numa turma de alunos
do 6.o ano de escolaridade, que contemplou a exploração de tarefas que
estimulam a actividade de modelação. O objectivo do estudo inclui as-
sim a identificação das potencialidades e limitações da referida unidade
de ensino no processo de matematização dos alunos, nomeadamente,
recolhendo evidências do papel dos modelos no referido processo. A
metodologia adoptada seguiu o paradigma interpretativo com design de
estudo de caso múltiplo. Para a recolha de dados recorreu-se a técnicas
como a observação com registos v́ıdeo e áudio, análise documental e
entrevistas em profundidade com registos áudio e documental. Resul-
tados preliminares evidenciam que o recurso à modelação das situações
promove a ultrapassagem de alguns mal-entendidos dos alunos e, conse-
quentemente, a sua progressão na compreensão e formalização dos con-
ceitos matemáticos. Na comunicação serão apresentados o objectivo, a
fundamentação teórica e a metodologia adoptados no estudo e alguns
resultados ilustrativos. Tendo por base o trabalho feito na unidade de
ensino que suporta o estudo, serão dados exemplos de produções dos
alunos que evidenciam o recurso aos modelos como suporte na pro-
gressão do seu conhecimento informal para um conhecimento formal,
ou seja, no seu processo de matematização.

Palavras-chave: Aprendizagem, Números racionais, Multiplicação,
Divisão, Matematização horizontal, Matematização vertical, Modelação.

Actividades Algébricas no 5o ano do Ensino
Básico no contexto da implementação do

programa do ensino básico à generalizar em
2010-2011

José Manuel dos Santos dos Santos

ES D. Afonso Sanches / ESE IP Porto

No Programa de Matemática do Ensino Básico, em generalização no
ano lectivo de 2010-2011, o tema Álgebra é um dos que surge no segundo
ciclo, como novidade. Contudo, no 1o ciclo, aparecem tópicos relaciona-
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dos com aprendizagens algébricas, nomeadamente no tema “Números
e operações”onde os estudantes investigam sequências numéricas, tra-
balham com as estruturas multiplicativas e com os números racionais,
constituindo uma base para o desenvolvimento da noção de propor-
cionalidade. Por outro lado no tema Geometria é proposto o estudo
de tópicos como os padrões geométricos, no 1o ciclo, e as sequências e
regularidades, no 2o ciclo, relacionando-se a percepção geométrica e o
sentido de número e das operações com o desenvolvimento do racioćınio
algébrico. Neste contexto, ao longo dos últimos cinco anos, junto dos
alunos de professores que frequentaram o no Programa de Formação
Cont́ınua em Matemática na ESE/IP Porto, foram desenvolvidas várias
tarefas junto dos estudantes do 1o e 2o ciclos que induzem uma relação
entre conceitos numéricos e geométricos, bem como, o aparecimento de
relações que evidenciam aprendizagens algébricas junto dos estudan-
tes nos diferentes ńıveis de ensino. Nesta comunicação apresentar-se-á:
a) exemplos de tarefas realizados por alunos do 1o ciclo que indiciam
o desenvolvimento de relações que indiciam a passagem da aritmética
para a álgebra ; b) o resultado da implementação, em duas turmas do
5o ano, de uma cadeia de tarefas para trabalhar o tópico sequências e
regularidades do tema da álgebra; c) a análise dos factores que influen-
ciam o desenvolvimento das tarefas, no 1o e 2o ciclo, nomeadamente, a
abordagem didáctica e o conhecimento matemático do professor .

Ensinar Matemática em Quadros Interactivos

Alda Carvalho(a)e Carlos Santos(b)

acarvalho@dem.isel.ipl.pt
(a)ISEL e CEMAPRE

(b)Instituto Superior de Educação e Ciências

Actualmente as nossas escolas encontram-se, de forma geral, equi-
padas com quadros interactivos. Apesar das vantagens evidentes trans-
versais à matemática, o complementar do uso dos quadros com software
de matemática, traz ao ensino desta disciplina novas abordagens.

A SPM tem uma acção de formação acreditada incidindo nesta
temática. Após ter realizado dezenas de acções, e conhecendo a opinião
muito positiva dos professores, ilustraremos nesta sessão alguns exem-
plos paradigmáticos do que pensamos ser uma boa utilização desta
tecnologia ao serviço da matemática.
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A aprendizagem na disciplina de Matemática com
recurso a novas tecnologias

Vera Dias e Paula Marta Bruno

pbruno@fmh.utl.pt

Faculdade de Motricidade Humana, Universidade Técnica de Lisboa

As Tecnologias da Informação e Comunicação (TIC) estão cada vez
mais desenvolvidas e difundidas. O mundo esta cercado pelas tecnolo-
gias e pelas mudanças que elas introduzem. O computador tornou-se
uma necessidade e a escola deve ter consciência de que hoje é através
dele que os alunos comunicam com o mundo. O uso do computador na
educação traz novas motivações para os alunos e concede ao professor
a possibilidade de desenvolver novas oportunidades didácticas.

Numa altura em que as TIC conhecem um tão grande desenvolvi-
mento, a sua utilização continua, de um modo geral, ausente da aula
de Matemática. No entanto, é pertinente colocar a questão: “Será que
a utilização das TIC no ensino da Matemática irá permitir melhorar a
performance dos alunos?”.

Desenhar com Funções: Um Projecto Pedagógico

Maria da Graça Marques(a,b)e Maŕılia Pires(a)

gmarques@ualg.pt, mpires@ualg.pt
(a)Departamento de Matemática, Faculdade de Ciências e Tecnologia,

Universidade do Algarve
(b)Centro de Estruturas Lineares e Combinatórias, Universidade de Lisboa

Nos programas de matemática do ensino secundário é dedicado
muito tempo ao estudo de funções e dos seus gráficos. No entanto,
frequentemente, este estudo ou é feito de uma forma excessivamente
informal, usando calculadoras gráficas e intuição para tirar conclusões
na base do “parece”, ou então de uma forma demasiado formal e de-
sinteressante. Os programas incluem uma forte ênfase em aplicações
da matemática e em modelação matemática como forma de motivar
os alunos. O problema é que estes não têm conhecimentos suficientes
de outras ciências para compreender verdadeiramente a maior parte
das aplicações ou para fazer modelações. Assim, estes objectivos não
são cumpridos e, na prática, os estudantes não aprendem a manipu-
lar funções e os seus gráficos. Os estudantes chegam à universidade
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mostrando enormes dificuldades nas disciplinas de análise matemática
devido à falta de conhecimentos de funções e, rapidamente, desencora-
jam e deixam para trás estas disciplinas, chegando por vezes a desistir
e a optar por estudar algo diferente, que não envolva matemática.

O projecto que apresentamos foi concebido para alunos do ensino
secundário e pretende, de uma forma lúdica e não convencional, aju-
dar a despertar nos estudantes o interesse pelo estudo das funções e
motivar a definição de importantes conceitos relacionados com funções.
Existem actualmente vários programas de computador que combinam
geometria, álgebra e cálculo e permitem manipular simultaneamente
as expressões anaĺıticas e gráficas de funções. O objectivo desta apre-
sentação é mostrar como, usando programas deste tipo (em particular
será usado o GeoGebra), é posśıvel produzir desenhos usando gráficos
de funções e como isso pode ser útil para o seu ensino. A ideia é que
os alunos apliquem os conhecimentos de funções a um objectivo que
é viável: a criação de modelos matemáticos para desenhar objectos
conhecidos.

Para ilustrar a ideia apresenta-se um exemplo simples de um bigode
modelado por duas funções bem conhecidas.
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O GeoGebra e as Tarefas no Novo Programa

Joaquim Mateus

jmateus@ipg.pt

Instituto Politécnico da Guarda

A utilização de Programas de Geometria Dinâmica é referenciada,
por diversas vezes, no Novo Programa de Matemática do Ensino Básico.
Sendo o GeoGebra um software de utilização livre e dispońıvel em Por-
tuguês, ele apresenta-se, na opinião de muitos, como uma boa opção.

Nesta comunicação tratar-se-ão os seguintes tópicos:

• Enquadramento no Novo Programa;

• Apresentação de conclusões sobre a utilização do GeoGebra em 2
turmas;

• Apresentação genérica do GeoGebra, nomeadamente os Itens de
Menu e a Entrada Geométrica;

• Actividades práticas com recurso ao GeoGebra: Área de um
rectângulo, Desigualdade triangular, Soma dos ângulos internos
e externos de um triângulo, ...
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5.7 História da Matemática

Org. Lúıs Saraiva (FC-UL)
mmff5@ptmat.fc.ul.pt
(com a colaboração do Seminário
Nacional de História da Matemática)

9 de Julho, 6a feira, 16h30-17h45 (Sessão temática IV)

16h30-16h50 Maria Fernanda Estrada: Notas sobre o “pequeno
tratado”das proporções no LIBER DE TRIPLICI MOTU de Álvaro
Tomás (1509)

16h55-17h15 Michela Oliveira e José Francisco Rodrigues: A Secção
Canónica Euclidiana

17h20-17h45 Carlos Bastien: Bento de Jesus Caraça e a Econo-
mia Matemática

10 de Julho, Sábado, 14h30-15h45 (Sessão temática V)

14h30-14h50 Bernardo Mota: A interpretação de Elementos III.2.
por autores portugueses do século XVI

14h55-15h15 Ana Paula Silva: Descoberta das órbitas eĺıpticas
por Johannes Kepler - Exemplo peirceano do racioćınio abdutivo

15h20-15h45 Hélder Pinto: A Academia Real de Marinha e Co-
mércio da Cidade do Porto: um caso peculiar entre as academias
portuguesas do século XIX



História da Matemática 77

Notas sobre o “pequeno tratado”das proporções
no LIBER DE TRIPLICI MOTU de Álvaro Tomás

(1509)

Maria Fernanda Estrada

Universidade do Minho

Em 1509, foi editada em Paris, em latim, uma obra dum autor por-
tuguês, Álvaro Tomás, cujo t́ıtulo abreviado é LIBER DE TRIPLICI
MOTU. Desde os prinćıpios do séc. XX, este livro tem sido objecto
de estudo por parte de vários investigadores estrangeiros; mais recente-
mente, tem merecido também a atenção de investigadores portugueses.
Nele, o autor propõe-se estudar três tipos de movimento, segundo a
Tradição Calculatória, iniciada por Bradwardine, em Oxford; como in-
trodução, apresenta o que o próprio autor chama “um pequeno tratado
das proporções”. É apenas desta parte que nos ocuparemos, salien-
tando alguns aspectos relevantes e curiosos, nomeadamente:

- a terminologia usada;

- uma demonstração original da irracionalidade da razão entre a
diagonal dum quadrado e o lado;

- a comensurabilidade e composição de razões.

A Secção Canónica Euclidiana

Michela Oliveira(a)e José Francisco Rodrigues(b)

oliveiramichela02@gmail.com, rodrigue@fc.ul.pt
(a)Escola Básica 2, 3 Dr. António Chora Barroso

(b)CMAF/UL

A “Sectio Canonis” é a versão latina de um texto de música grega
atribúıdo, não sem controvérsia, a Euclides que permite uma inte-
ressante análise de algumas proposições euclidianas sobre teoria de
números. Em vinte proposições e no estilo euclidiano dos “Elementos”,
este pequeno tratado de tradição pitagórica e platónica baseia-se em
vários teoremas sobre razões e “intervalos”, não necessariamente musi-
cais, introduz conceitos de música antiga e mistura argumentação ma-
temática com observações emṕıricas, procurando traduzir a experiência
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musical na linguagem matemática e culminando, nas duas últimas pro-
posições, na divisão do monocórdio (kanón) em razões que determi-
nam um sistema no género diatónico. Do ponto de vista matemático e
histórico é interessante a comparação das suas proposições de “teoria de
intervalos”, com vista a uma aplicação à música, com algumas das pro-
posições da teoria de números dos Livros VII e VIII dos “Elementos”de
Euclides.

Bento de Jesus Caraça e a Economia Matemática

Carlos Bastien

ISEG

Bento de Jesus Caraça (1901-1948) foi essencialmente um matemá-
tico cuja obra multifacetada incluiu algumas incursões no campo da
economia poĺıtica. Essas incursões, em alguns aspectos inovadoras, re-
portaram-se numa primeira fase ao sistema teórico neoclássico e, numa
segunda fase, à econometria. Marginalmente, reportaram-se também
ao sistema teórico marxista. Em (quase) todos os casos privilegiaram
uma abordagem formalizada da economia, ignorando as problemáticas
cujo tratamento matemático se afigurava dif́ıcil ou imposśıvel.

A interpretação de Elementos III.2. por autores
portugueses do século XVI

Bernardo Mota

Faculdade de Letras de Lisboa/CIUHCT

Em Sobre o Céu (II.4 287b4-14), Aristóteles pretende provar que
a superf́ıcie da água é esférica utilizando um argumento matemático
que se pode relacionar com a segunda proposição do terceiro livro dos
Elementos (“Se se tomarem ao acaso dois pontos na circunferência de
um ćırculo, a recta que une os pontos cairá no interior do ćırculo”).
Uma versão mais precisa da prova aristotélica é elaborada por Adrasto
e reproduzida por Teão de Esmirna (Exposição das coisas matemáticas
úteis para compreender Platão, caṕıtulo “Sobre a forma da terra”). Ar-
quimedes prova o mesmo resultado no seu Sobre os corpos flutuantes,
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I.2. Estes autores reflectem sensibilidades diferentes em relação à ma-
temática. A prova aristotélica relaciona a demonstração matemática
com uma demonstração f́ısica, mas tem a precaução de separar os res-
pectivos campos de investigação, ao vincular a “aplicabilidade”do re-
sultado matemático à veracidade de uma assumpção f́ısica; ou seja,
Aristóteles explicita a visão do filósofo natural. A prova euclidiana é
feita no âmbito da matemática pura e não se preocupa com aplicações
ao mundo da realidade. A prova arquimediana pertence à estática, ou
seja, defende uma posição mais próxima de um f́ısico-matemático.

Nos séculos XVI e XVII, dois autores portugueses com posições an-
tagónicas sobre o valor da matemática clarificam o seu pensamento ao
comentarem o passo aristotélico e a prova euclidiana referida. O ob-
jectivo de Diogo de Sá, o autor de uma obra intitulada De Navigatione
libri tres... (Paris, 1549), é criticar Pedro Nunes, realçando que um
matemático não consegue explicar o mundo tão bem como um filósofo
natural. João Delgado, matemático jesúıta (-1612), assume a inter-
pretação arquimediana sobre o papel da matemática. A comunicação
explicará os argumentos em que cada um fundamenta a sua posição.

Descoberta das órbitas eĺıpticas por Johannes
Kepler - Exemplo peirceano do racioćınio

abdutivo

Ana Paula Silva

Escola Secundária Cacilhas Tejo

A par da dedução e da indução, Charles Sanders Peirce propõe uma
outra forma de racioćınio: o racioćınio abductivo ou abdução. Segundo
Peirce, todas as novas ideias em ciência surgem através da abdução -
processo pelo qual são colocadas hipóteses explicativas para explicar
fenómenos surpreendentes. Uma inferência abdutiva tem a seguinte
forma: “O facto surpreendente C é observado:
Mas se A ( hipótese explicativa) fosse verdadeiro, C seria natural;
Donde há razão para suspeitar-se que A é verdadeiro.”(CP 5.189)

A abdução contém ou é, em si mesma, algo extraordinariamente
poderoso: é “o quase racioćınio”responsável por todas as descobertas.
Embora a conclusão de uma abdução seja apenas conjectural, incerta
e limitada, pois não possui qualquer poder de prova ou demonstração,
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é a única operação lógica que introduz qualquer ideia nova.
Não é por acaso que Peirce toma Johannes Kepler e a sua descoberta

das órbitas eĺıpticas como um exemplo principal de abdução, o “exem-
plo eterno”de racioćınio cient́ıfico. No entanto é pertinente levantar as
seguintes questões:

Por que está Peirce tão interessado no exemplo de Kepler?
Por que escolhe uma descoberta com 300 anos como o melhor, eterno

exemplo do seu conceito de abdução? Como é que o exemplo da grande
descoberta cient́ıfica de Kepler pode iluminar a natureza problemática,
quase paradoxal, da abdução?

A Academia Real de Marinha e Comércio da
Cidade do Porto: um caso peculiar entre as

academias portuguesas do século XIX

Hélder Pinto

Faculdade de Ciências de Lisboa

A Academia Real de Marinha e Comércio da Cidade do Porto, cri-
ada em 1803 pelo pŕıncipe regente D. João VI e substitúıda, em 1837,
pela Academia Politécnica do Porto é a primeira instituição de ensino
superior da cidade do Porto. A fundação da ARMCCP assenta em duas
aulas que se realizavam por essa altura na cidade do Porto: a Aula de
Náutica (criada em 1762) e na Aula de Debuxo e Desenho (1779). Estas
duas aulas, tal como a própria ARMCCP, eram da total responsabili-
dade da Companhia Geral da Agricultura das Vinhas do Alto-Douro
(CGAVAD), com excepção da nomeação dos Lentes que apenas o rei
podia efectuar - mas, em geral e até à subida de D. Miguel ao trono,
as nomeações provenientes do poder real não eram mais do que a for-
malização legal das escolhas da CGAVAD. Para além destas aulas já
existentes, a ARMCCP acrescentou ainda as aulas de Matemática, de
Comércio, de Ĺıngua Inglesa e de Ĺıngua Francesa. Segundo o Alvará
de 29 de Julho, decidiu-se também “addicionar-lhe huma outra Aula
para as Liçoens de hum curso de Filosofia Racional e Moral, assim como
outra de Agricultura, que deverá ser frequentada quando as circunstan-
cias o permittirem” (esta última aula, apesar de algumas tentativas,
nunca se enraizou). O que sobressai dos estatutos da ARMCCP é a
relevância da Matemática no curŕıculo desta instituição como atestam,
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por exemplo, a existência de três anos matemáticos - na Universidade
de Coimbra, cuja Reforma Pombalina de 1772 tinha criado a Faculdade
de Matemática, eram quatro. A produção matemática dos elementos
que compunham a ARMCCP não foi muito extensa - por exemplo,
nenhum dos seus Lentes de Matemática era doutorado pela Univer-
sidade e apenas dois deles eram sócios correspondentes da Academia
Real das Ciências - mas serviu para começar a quebrar a “bicefalia
matemática”protagonizada por Coimbra e Lisboa. Começava assim o
ensino (superior) da Matemática na cidade do Porto.
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5.8 Investigação Operacional

Org. Joaquim João de Alarcão Júdice (FCT-UC,IT-UC)
Joaquim.Judice@co.it.pt
(com a colaboração da Associação
Portuguesa de Investigação Operacional)

8 de Julho, 5a feira, 17h00-18h15 (Sessão temática I)

17h00-17h20 Pedro Moura e Lúıs Gouveia: Árvores com custos
dependentes do grau dos nodos: Uma reformulação de Knapsack

17h25-17h45 Lúıs Merca Fernandes, Joaquim J. Júdice, António
Pais Antunes e Hanif D. Sherali: Um Algoritmo de Pesquisa em
Árvore com Limites para um Modelo de Localização Não-Linear

17h50-18h15 Augusto M. J. Eusébio: Problemas de fluxos em
redes, com mais de um objectivo

9 de Julho, 6a feira, 10h20-11h35 (Sessão temática II)

10h20-10h40 Isabel Ribeiro: Programação Matemática com Res-
trições de Complementaridade na Resolução de Problemas de En-
genharia Civil

10h45-11h05 Carmo Brás, Joaquim Júdice e Silvério Rosa: Solu-
ção de problemas de desigualdades variacionais no simplex com
aplicação no problema complementar de valores próprios

11h10-11h35 Cristiana J. Silva: Pontos Conjugados para proble-
mas de controlo óptimo de tempo mı́nimo bang-bang
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9 de Julho, 6a feira, 11h45-13h00 (Sessão temática III)

11h45-12h05 Pedro Oliveira e Lino Costa: Algoritmos Evolutivos
e Optimização Multiobjectivo

12h10-12h30 João Paulo Costa e Maria João Alves: Pontos de
Referência em Programação Linear Fraccionária Multiobjectivo:
um algoritmo de Ramificação e Corte

12h35-13h00 M. Fernandes e V. Bushenkov: An Algorithm for
Constructing Pareto Frontier of Multicriteria Integer Problems

9 de Julho, 6a feira, 16h30-17h45 (Sessão temática IV)

16h30-16h50 João Almeida, Marta Castilho Gomes e João Qui-
nhones Levy: Modelo de optimização para a gestão de reśıduos
hospitalares perigosos

16h55-17h15 Paulo Morais e Ana Camanho: Avaliação de Desem-
penho das Cidades Europeias: Promover o Incremento da Quali-
dade de Vida Urbana

17h20-17h45 Fernanda A. Ferreira: Licenciamento de patentes
num mercado internacional com bens diferenciados
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Árvores com custos dependentes do grau dos
nodos: Uma reformulação de Knapsack

Pedro Moura e Lúıs Gouveia

Univ. de Lisboa, Fac. Ciências, DEIO & CIO

O Problema da Árvore de Suporte com restrição de Grau (PASG)
consiste em determinar a árvore de suporte de custo mı́nimo satisfa-
zendo a condição adicional de que o grau máximo em cada vértice não
excede um dado valor fixo. No presente trabalho considera-se uma ge-
neralização deste problema em que a função objectivo envolve custos
modulares associados ao grau de cada vértice, para além dos custos
associados às arestas. De seguida, mostra-se que o problema pode ser
visto como a intersecção de um Problema de Árvore de Suporte com
um Problema de Mochila e, num espaço de maior dimensão, como a
intersecção de um Problema de Árvore de Suporte com um Problema
de Mochila de Escolha Múltipla. Com base nestas decomposições são
apresentados vários modelos de Programação Linear em conjunto com
alguns conjuntos de desigualdades válidas, cujas relaxações lineares res-
pectivas são de seguida comparadas usando um conjunto de instâncias
de teste.

Um Algoritmo de Pesquisa em Árvore com Limites
para um Modelo de Localização Não-Linear

Lúıs Merca Fernandes(a), Joaquim J. Júdice(b), António Pais

Antunes(c)e Hanif D. Sherali(d)

(a)Instituto Politécnico de Tomar e Instituto de Telecomunicações, Portugal
(b)Universidade de Coimbra e Instituto de Telecomunicações, Portugal

(c)Universidade de Coimbra, Portugal
(d)Virginia Tech, Blacksburg, USA

Nesta comunicação é apresentado um modelo de localização dis-
creto que tem como objectivo determinar o número, a localização e
a dimensão dos equipamentos maximizando a procura. É assumido
que a procura dos serviços oferecidos pelos equipamentos é senśıvel à
distância e à atractividade dos equipamentos. É introduzida uma for-
mulação de Optimização Não Linear Mista (MINLP) e um algoritmo
de pesquisa em árvore com limites (branch-and-bound) que se prova
possuir convergência para um óptimo global. É apresentada alguma
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experiência computacional com uma implementação do algoritmo em
GAMS/MINOS para ilustrar a eficiência e eficácia do algoritmo.

Palavras-Chave: Programação Não-Linear; Optimização Global; Mo-
delo de Localização

Problemas de fluxos em redes, com mais de um
objectivo

Augusto M. J. Eusébio

aeusebio@estg.iplei.pt
Instituto Politécnico de Leiria, Escola Superior de Tecnologia e Gestão

Centro de Estudos de Gestão do Instituto Superior Técnico (CEG-IST)

Os problemas de programação linear com mais de um objectivo as-
sumiram grande interesse, depois de se ter percebido que um único
objectivo não traduz a realidade de muitos dos problemas com que
nos deparamos no nosso dia-a-dia. O conceito de solução óptima teve
de ser repensado, devido à frequente conflituosidade dos objectivos,
adoptando-se o conceito de solução eficiente atribúıdo a Pareto. À
semelhança do caso com um único objectivo, também no caso multi-
objectivo se procuram algoritmos mais eficientes para casos particulares
da programação linear, como é o caso dos problemas de fluxos em redes.
No caso dos problemas com um único objectivo são conhecidos vários
algoritmos para a resolução do problema de fluxo de custo mı́nimo numa
rede, entre eles, o algoritmo simplex para redes, um dos que se reve-
lou mais eficaz na prática (Bazaraa et al., 1990). Nesta comunicação
faremos uma revisão sobre problemas multi-objectivo de fluxos em re-
des, em particular, de algoritmos exactos tanto para o problema linear,
como para o problema inteiro.
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Programação Matemática com Restrições de
Complementaridade na Resolução de Problemas

de Engenharia Civil

Isabel Ribeiro

iribeiro@fe.up.pt
Secção de Matemática, Departamento de Engenharia Civil,

Faculdade de Engenharia da Universidade do Porto

A Programação Matemática com Restrições de Complementaridade
(PMRC) é uma das áreas mais importantes da optimização, não só pelo
seu elevado número de aplicações, mas também pela sua importância
para a determinação de óptimos globais de vários problemas de opti-
mização NP-dif́ıceis. Nesta comunicação, um algoritmo de restrições
activas para a determinação de um ponto estacionário de um PMRC
e um algoritmo sequencial complementar para o cálculo de um seu
mı́nimo global são primeiramente descritos e analisados. Seguidamente
são descritos dois modelos de aplicação de PMCR em engenharia ci-
vil, nomeadamente um modelo de controlo de tráfego e outro de op-
timização topológica. Alguma experiência computacional na resolução
desses modelos é finalmente apresentada, ilustrando as suas validades
na prática e a eficiência das técnicas discutidas.

Palavras-chave: Optimização Global, Complementaridade, Controle
de Tráfego, Optimização Estrutural.

Solução de problemas de desigualdades
variacionais no simplex com aplicação no

problema complementar de valores próprios

Carmo Brás(a), Joaquim Júdice(b), Silvério Rosa(c)

mb@fct.unl.pt, Joaquim.Judice@co.it.pt, rosa@ubi.pt
(a)Departamento de Matemática, FCT, Universidade Nova de Lisboa

(b)Universidade de Coimbra e Instituto de Telecomunicações
(c)Universidade da Beira Interior

Nesta comunicação é investigada a resolução do problema de desi-
gualdades variacionais através da função mérito gap-regularizada. São
discutidos dois processos para a sua resolução: um algoritmo de pro-
jecção da função gap-regularizada e o método Josephy-Newton modi-
ficado. A equivalência do problema complementar de valores próprios
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(Eicp) a um problema de desigualdades variacionais no simplex, per-
mite a aplicação da referida metodologia na resolução do Eicp. O de-
sempenho dos algoritmos é ilustrado com resultados numéricos.

Palavras-Chave: Desigualdades Variacionais; Complementaridade;
Programação Não Linear.

Pontos conjugados para problemas de controlo
óptimo de tempo ḿınimo bang-bang

Cristiana J. Silva

cjoaosilva@ua.pt

Universidade de Aveiro e Universidade de Orléans (França)

Consideramos o problema de controlo óptimo de tempo mı́nimo
para sistemas de controlo em IRn do tipo ẋ = X(x) + u1Y1(x) com
condições inicial e final fixas x(0) = x̂0, x(tf ) = x̂1, e onde o controlo
u1(t) ∈ R satisfaz a restrição |u1(t)| ≤ 1 para t ∈ [0, tf ]. Interes-
samo-nos na determinação do primeiro tempo conjugado para estes
problemas cujos controlos óptimos são do tipo bang-bang. No caso
bang-bang, a teoria dos pontos conjugados é bem conhecida (ver, por
exemplo, [2, 4, 6, 7]), mas estes resultados são de dif́ıcil implementação
numérica. No entanto, quando os controlos óptimos são funções di-
ferenciáveis em relação a t, resultados teóricos e práticos são bem
conhecidos (ver, por exemplo, [1, 5]) e estão dispońıveis ferramentas
que permitem a computação de tempos conjugados (ver [3]). O nosso
objectivo é desenvolver procedimentos que permitam a utilização des-
tas ferramentas na determinação de tempos conjugados para controlos
óptimos bang-bang. Para isso, para ε > 0 pequeno e Y1, ..., Ym cam-
pos de vectores arbitrários, consideramos o problema de tempo mı́nimo
para o sistema ẋε = X(xε) + uε1Y1(xε) + ε

∑m
i=2 u

ε
iYi(x

ε), sob a res-
trição

∑m
i=1(uεi )

2 ≤ 1, e com as condições de fronteira do problema
inicial xε(0) = x̂0, xε(tf ) = x̂1. Provamos (ver [10]), sob hipóteses con-
venientes, que os controlos óptimos do problema precedente são funções
diferenciáveis de t que convergem fortemente para o controlo óptimo
do problema inicial, quando ε tende para 0. Mais ainda, provamos que
as trajectórias xε(·) e os vectores adjuntos pε(·) associados ao controlo
suave uε(·) convergem uniformemente em [0, tf ] para a trajectória x(·)
e o vector adjunto p(·), respectivamente, associado ao controlo óptimo
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u1(·), quando ε tende para 0. Provamos também (ver [11]) que, quando
ε tende para 0, o primeiro tempo conjugado tεc ao longo da trajectória
localmente óptima xε(·) converge para o primeiro tempo conjugado tc
ao longo da trajectória localmente óptima x(·). Consequentemente, ob-
temos um método que permite a determinação de tempos conjugados
para problemas de controlo óptimo bang-bang.

Palavras-Chave: Controlo óptimo, problema de tempo mı́nimo, con-
trolos bang-bang, tempos conjugados.
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Algoritmos Evolutivos e Optimização
Multiobjectivo

Pedro Oliveira e Lino Costa

Departamento de Produção e Sistemas, Universidade do Minho

Muitos dos problemas de optimização em engenharia não possuem
as propriedades de diferenciabilidade e convexidade, tornando-se as-
sim intratáveis com os algoritmos convencionais de optimização. Nesta
situação, podem ser utilizados algoritmos capazes de lidar com proble-
mas que não possuam essa propriedades, como é o caso dos algoritmos
evolutivos que utilizam os valores da função objectivo para avaliarem a
progressão para o óptimo, que geram novas soluções a partir de regras
probabiĺısticas e trabalham com populações de pontos e não a partir
de um solução singular. Os algoritmos evolutivos, dado usarem po-
pulações de pontos são menos propensos a ficarem retidos em óptimos
locais e podem, por isso, ser utilizados em optimização global e na
resolução de problemas de optimização multiobjectivo. Serão apresen-
tadas aplicações de algoritmos evolutivos em optimização monobjectivo
e multiobjectivo. Abordar-se-á também o problema de redução de di-
mensionalidade em problemas multiobjectivo.
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Pontos de referência em Programação Linear
Fraccionária Multiobjectivo: um algoritmo de

Ramificação e Corte

João Paulo Costa e Maria João Alves

jpaulo@fe.uc.pt, mjalves@fe.uc.pt

Faculdade de Economia, Universidade de Coimbra/INESC-Coimbra

A programação linear fraccionária (LFP) é um ramo da programação
matemática onde a função (objectivo) a optimizar é constitúıda por
um rácio em que tanto o numerador como o denominador são funções
afins. Em programação linear fraccionária multiobjectivo (MOLFP)
consideram-se explicitamente duas ou mais funções objectivo de LFP.
Desta forma conseguem-se construir modelos de decisão em que os ob-
jectivos, cuja optimização é potencialmente conflituosa, são explicita-
dos de forma independente, cabendo ao agente de decisão encontrar
um compromisso entre as diferentes tendências ou conflitos. Só em ca-
sos muito particulares, e apelidados de triviais, uma solução admisśıvel
do problema optimiza simultaneamente todos os objectivos relevan-
tes. Nestas circunstâncias o conceito de óptimo não pode ser utilizado.
Procura-se, isso sim, soluções que respeitando o paradigma da opti-
mização - se todos os factores e restrições relevantes forem considera-
dos, nenhum agente de decisão poderá ficar satisfeito com menos do
que o óptimo - expressem um compromisso entre os diferentes objecti-
vos explicitados: soluções eficientes. Uma solução eficiente não permite
a existência de nenhuma outra que seja simultaneamente melhor ou
idêntica em todos os objectivos, sendo pelo menos num objectivo es-
tritamente melhor. Uma solução eficiente cumpre também a condição
mais fraca de não permitir a existência de outras soluções que sejam
estritamente melhores simultaneamente em todas as funções objectivo,
condição que define as chamadas soluções fracamente eficientes. No en-
tanto esta condição fraca é também cumprida por soluções que sendo
idênticas numas funções objectivo são piores noutras, pelo que são do-
minadas, não respeitando o paradigma da optimização.

Em (MOLFP) as técnicas de ponto de referência são muito úteis pois
permitem o cálculo de soluções eficientes não suportadas (soluções que
não se conseguem alcançar através da optimização de somas pesadas
das funções objectivo). As soluções não suportadas constituem muitas
vezes compromissos mais interessantes do que as soluções suportadas
para os problemas em causa. Para além disso, o conjunto de soluções
eficientes de um problema de MOLFP é constitúıdo por uma parte
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significativa de soluções não suportadas.
Genericamente, as técnicas de ponto de referência utilizam funções

escalarizantes de realização (achievement scalarizing functions - ASF)
que transformam o problema multiobjectivo num problema escalar em
que se pretende optimizar a ASF. Estas ASF estabelecem uma relação
de ordem para as soluções eficientes, baseada na sua proximidade ao
ponto, do espaço dos objectivos, que o agente de decisão tem por re-
ferência. Para que estas técnicas garantam que as soluções são eficien-
tes, as ASF necessitam de possuir pelo menos uma parcela constitúıda
pela soma de todas as funções objectivo do problema. De outra forma,
apenas garantem que as soluções calculadas são fracamente eficientes.
Em MOLFP a soma das funções objectivo conduz a um problema muito
dif́ıcil de resolver (também conhecido como o problema da “sum-of-
ratios”) que é essencialmente NP-hard.

Iremos apresentar um algoritmo de ramificação e limitação (Branch
& Bound), desenvolvido em trabalhos prévios dos autores, onde agora
se introduzem certos tipos de corte. Estes cortes sobre a região ad-
misśıvel são introduzidos sob a forma de restrições lineares, para não
aumentar a complexidade, e são baseados em condições que identificam
partes da região admisśıvel a que a solução eficiente que procuramos (a
que optimiza a ASF) não pode pertencer. Estes cortes, implementados
numa técnica de ramificação e corte (Branch & Cut) melhoram substan-
cialmente o desempenho da técnica de Branch & Bound desenvolvida
anteriormente. Serão apresentados alguns resultados computacionais
indicando o desempenho desta nova técnica de Branch & Cut.

An Algorithm for Constructing Pareto
Frontier of Multicriteria Integer Problems

M. Fernandes e V. Bushenkov

Universidade de Évora

An algorithm for constructing the Pareto Frontier of multicriteria
integer problems is presented. As known, the feasible set in the cri-
teria space for integer programming problems is not convex and only
a few points of its Pareto frontier can be found when constructing its
convex hull (so called supported points). To find the other points, we
decompose the original problem and construct the Edgeworth-Pareto
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Hulls (EPHs) for some series of sub-problems. Constraints for new sub-
problems are formed on the base of vertices and hyperplanes of EPHs
constructed for previous sub-problems. The proposed algorithm can
be applied for the criterion space till 4-5 dimensions. It can be use-
ful for Decision Support Systems in such areas as forest planning and
management, water resources management and etc.

Modelo de optimização para a gestão de reśıduos
hospitalares perigosos

João Almeida, Marta Castilho Gomes e João Quinhones Levy

joao n almeida@hotmail.com, marta.gomes@ist.utl.pt, levy@civil.ist.utl.pt

CESUR, Instituto Superior Técnico

A gestão de reśıduos hospitalares é uma área muito particular da
gestão de reśıduos sólidos pois este tipo de reśıduos está sujeito a re-
gras espećıficas referentes ao tratamento e eliminação. Em Portugal a
legislação divide os reśıduos hospitalares perigosos (RHP) em dois gru-
pos: os que têm de ser descontaminados antes de poderem ser transpor-
tados para aterros (grupo III) e os que são de incineração obrigatória
(grupo IV). As operadoras licenciadas trabalham com ambos os grupos
em simultâneo. Dado que a produção ultrapassou a capacidade de in-
cineração existente, é urgente de expandir essa capacidade de forma a
reduzir os movimentos transfronteiriços de RHP.

Neste trabalho desenvolve-se um modelo de programação linear in-
teira mista (MILP) para a gestão integrada de RHP em Portugal. O
modelo optimiza os custos de construção e operação das diferentes infra-
estruturas da rede (estações de transferência, centros de eliminação do
grupo III e do grupo IV - incineradoras), permitindo obter a localização
das mesmas assim como determinar os fluxos de reśıduos entre os dife-
rentes nós. Foi aplicado a dois cenários, usando dados reais do sector:
no primeiro são variáveis do modelo todos os tipos de infra-estruturas;
o segundo tem em conta as infra-estruturas existentes variando apenas
a localização das incineradoras.

Os resultados obtidos permitem apoiar a discussão actualmente em
curso sobre a localização das unidades de incineração de RHP a cons-
truir no Páıs para substituição da instalação existente em Lisboa.

Palavras-Chave: Gestão de reśıduos sólidos, programação linear in-
teira mista (MILP), reśıduos hospitalares perigosos.
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Avaliação de Desempenho das Cidades Europeias:
Promover o Incremento da Qualidade de Vida

UrbanaO

Paulo Morais e Ana Camanho

Faculdade de Engenharia da Universidade do Porto

Este artigo explora as potencialidades do DEA na medição da qua-
lidade de vida e na avaliação de desempenho dos gestores de cidades
no que diz respeito à promoção da qualidade de vida urbana. Usando
os dados do programa Urban Audit, da União Europeia, foi definido o
perfil de cidade (city profile) no que diz respeito à qualidade de vida de
206 cidades. São apresentadas duas abordagens: uma primeira, con-
siste na construção de um indicador compósito para a qualidade de
vida; a segunda propõe a avaliação do desempenho dos gestores locais
para promover a qualidade de vida, dadas as condições económicas do
páıs, contextualizada pelo PIB per capita. Os resultados identificam as
cidades com as melhores práticas urbanas e apresentam um modelo de
intervenção para as cidades consideradas ineficientes utilizando bench-
marking.

Licenciamento de patentes num mercado
internacional com bens diferenciados

Fernanda A. Ferreira

fernandaamelia@eu.ipp.pt

ESEIG/Instituto Politécnico do Porto e CMUP

Estudamos os efeitos que a entrada de uma empresa estrangeira pro-
voca no bem-estar doméstico, quando em presença de licenciamento,
num mercado de bens diferenciados. Consideramos também que a em-
presa entrante é tecnologicamente superior à incumbente. Fazendo a
análise de dois tipos de licenciamento, taxa fixa ou taxa unitária de
produção, mostramos que a entrada da empresa estrangeira aumenta
o bem-estar doméstico, no caso de as diferenças tecnológicas entre as
duas empresas serem suficientemente grandes. Verificamos, ainda, que,
uma vez que um aumento da diferenciação dos produtos reduz a con-
corrência entre as empresas, a possibilidade de licenciamento aumenta.
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5.9 Probabilidades e Estat́ıstica

Org. Manuela Neves (ISA-UTL)
manela@isa.utl.pt
(com a colaboração da Sociedade Portuguesa de Estat́ıstica)

8 de Julho, 5a feira, 17h00-18h15 (Sessão temática I)

17h00-17h20 Teresa A. Oliveira: Planos em blocos incompletos
equilibrados e parcialmente equilibrados (BIB e PBIB Designs):
na fronteira entre a Estat́ıstica e a Matemática

17h25-17h45 António St.Aubyn e Elsa Gonçalves: Modelos mistos
na Estat́ıstica Aplicada

17h50-18h15 Francisco Lage Calheiros: Autómatos celulares es-
tocásticos: simulação e misturas

9 de Julho, 6a feira, 10h20-11h35 (Sessão temática II)

10h20-10h40 M. Ivette Gomes: Estimação adaptativa, invariante
e de viés-reduzido do ı́ndice de valores extremos

10h45-11h05 João A. Branco: Como é que a Estat́ıstica se distin-
gue da Matemática, e quais as consequências da diferença?

11h10-11h35 Maria de Fátima Brilhante, Dinis Duarte Pestana e
Maria Lúısa Rocha: Betices
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9 de Julho, 6a feira, 16h30-17h45 (Sessão temática IV)

16h30-16h45 Śılvia da Conceição Gonçalves Fecheira: Ensinar
Estat́ıstica nos dias de hoje (Aplicação do software SPSS no en-
sino Secundário)

16h50-17h05 Ayana Mateus e Margarida Tomé: Distribuição de
diâmetros com base na amostra censurada

17h10-17h25 Rita Susana dos Santos Moreira: Uma aplicação do
modelo de regressão linear múltipla à taxa de insucesso escolar
em matemática

17h30-17h45 Miguel Martins Felgueiras: Misturas de gaussianas
e distribuição t de Student em Finanças

10 de Julho, Sábado, 14h30-15h45 (Sessão temática V)

14h30-14h50 Miguel de Carvalho, Paulo C. Rodrigues e António
Rua: O filtro espectral singular e a datação do ciclo económico
dos EUA

14h55-15h15 Ana Paula Martins: O ı́ndice de cruzamentos: pro-
priedades e inferência

15h20-15h45 Nuno Sepúlveda: Um chuto na biodiversidade: quan-
do a Liga Sagres encontra a Ecologia

10 de Julho, Sábado, 16h00-17h15 (Sessão temática VI)

16h00-16h15 Frederico Caeiro e Dora Prata Gomes: Estimação
semi-paramétrica de quantis elevados usando o método dos mo-
mentos ponderados de probabilidade

16h20-16h35 Lúıs Manuel Mendes da Costa: Algumas proprieda-
des assintóticas dos estimadores Jackknife

16h40-16h55 José António Santos e M. Manuela Neves: Um mo-
delo semi-paramétrico de regressão loǵıstica

17h00-17h15 Montezuma Dumangane and Nicoletta Rosati: Es-
timation of a quarterly model with annual sample selection
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Planos em Blocos Incompletos Equilibrados e
Parcialmente Equilibrados (BIB e PBIB Designs):
Na fronteira entre a Estat́ıstica e a Matemática

Teresa A. Oliveira

toliveir@univ-ab.pt

CEAUL e Universidade Aberta

Em Estat́ıstica, na área do Planeamento de Experiências, é bem
conhecida a importância dos Planos em Blocos Incompletos, Equilibra-
dos e Parcialmente Equilibrados. Para além das propriedades optimais
em Estat́ıstica e das aplicações nas mais diversas áreas da Ciência,
nestes Planos são de extrema relevância as ligações evidenciadas na
Matemática Pura e Aplicada. Procuramos explorar algumas dessas
ligações, privilegiando os ramos da Álgebra, Geometria, Análise Com-
binatória, Teoria dos Grafos e Optimização, ilustrando com exemplos.

Modelos Mistos na Estat́ıstica Aplicada

António St.Aubyn(a)e Elsa Gonçalves(b)

(a)Instituto Superior de Agronomia, Universidade Técnica de Lisboa;
Centro de Investigação em Turismo, Inovação e Serviços (CITIS), Universidade

Luśıada de Lisboa
(b)Centro de Botânica Aplicada à Agricultura (CBAA), Instituto Superior de

Agronomia, Universidade Técnica de Lisboa

A análise de variância introduzida por Fisher nos anos vinte do
século passado, foi o primeiro instrumento largamente utilizado na in-
vestigação aplicada, particularmente na agricultura. A introdução dos
chamados efeitos aleatórios na análise da variância, que permitiu esti-
mar diversas componentes de variância por via do método dos mı́nimos
quadrados, originou progressos em várias áreas, particularmente na
genética quantitativa, com repercussões no melhoramento genético ani-
mal e vegetal.

Os problemas a resolver foram-se tornando cada vez mais comple-
xos, tornando os modelos iniciais pouco flex́ıveis e intratáveis pela me-
todologia dos mı́nimos quadrados e com os instrumentos de cálculo
dispońıveis na época.

Com o aparecimento de novas técnicas de cálculo cient́ıfico, a análise
de regressão incorporou as variáveis qualitativas, quer como regressoras,
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quer como variáveis resposta, e a análise de variância com efeitos fixos
tornou-se uma aplicação desta técnica. Esta abordagem teve reflexos
importantes no desenvolvimento de novas áreas cient́ıficas nas ciências
sociais, em especial na economia, com a explosão da econometria.

Fisher em 1922 introduziu o método de máxima verosimilhança.
Anderson e Bancroft em 1952 utilizaram pela primeira vez o método
de máxima verosimilhança restrita (REML) em modelos equilibrados
e, em 1971, Patterson e Thompson generalizaram-no para efeitos de
modelos mistos. A conjugação do REML, método iterativo, com o
grande progresso entretanto verificado nas técnicas de cálculo, provocou
o desenvolvimento de modelos mistos cada vez mais complexos e a sua
consequente aplicação nas mais diversas áreas.

Nesta comunicação apresentaremos a utilização da metodologia dos
modelos mistos na análise de dados resultantes de grandes ensaios de
clones de castas de videira, para estudar a variabilidade genética e fazer
selecção massal genot́ıpica: principais resultados.

Autómatos Celulares Estocásticos: Simulação e
misturas

Francisco Lage Calheiros
Faculdade de Engenharia da Universidade do Porto,

European Network for Environmental Assessment and Services (ENEAS)

As equações diferenciais formam um ramo “maduro”da Matemática
Aplicada com grandes sucessos em muitos sistemas reais.

Quando o sistema não tem elementos infinitesimais mas átomos
(hard-cores) autómatos celulares são uma alternativa.

Se o sistema não está homogeneamente misturado (mixed), por
vezes não é fácil acomodar flutuações com equações diferenciais Os
autómatos celulares estocásticos acomodam facilmente flutuações e mui-
tas vezes emergem descontinuidades indetectáveis com outros métodos.
Mesmo quando há um bom modelo diferencial a necessidade de resul-
tados numéricos implica simulações numéricas e por isso o sistema tem
de ser discretizado.

Os autómatos celulares têm sido usados, pelo menos como método
alternativo, para muitos sistemas reais, particularmente em sistemas
com várias fases.
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Organização do seminário:
1-Algumas definições e propriedades
2-Exemplos:
2.1.-Difusão de poluentes à superf́ıcie do mar;
2.2.-Dinâmicas florestais e fogos (com G. Oliveira);
2.3.-Fluxo de tráfego e rúıdo (com V. Fortuna);
2.4.-Epidemias, “social networks”(com C. Coutinho);
2.5.- Contracções uterinas (com A. Cavaleiro).

Estimação Adaptativa, Invariante e de
Viés-Reduzido do Índice de Valores Extremos

M. Ivette Gomes

Universidade de Lisboa, DEIO (FCUL) e CEAUL

Para caudas direitas pesadas, i.e., para um parâmetro de forma po-
sitivo na função de distribuição geral de valores extremos, começamos
por referir a metodologia PORT, do Inglês “peaks over random th-
resholds”, introduzida e estudada teorica e assintoticamente em Araújo
Santos et al. (2006) e para amostras finitas em Gomes et al. (2008),
e a sua utilização na estimação do ı́ndice de valores extremos (EVI,
do Inglês “extreme value index”). Para além do usual parâmetro k, o
número de estat́ısticas ordinais superiores envolvidas na estimação do
EVI, os estimadores PORT dependem de um parâmetro adicional q,
0 ≤ q < 1, que os torna altamente flex́ıveis e mesmo capazes de ul-
trapassar os estimadores de variância-minima e viés-reduzido (MVRB,
do Inglês “minimum-variance reduced-bias”), de que referimos o mais
simples, introduzido em Caeiro et al. (2005). Depois de nos dedicarmos
à estimação MVRB adaptativa, i.e., à escolha de k através de métodos
“boostrap”, aproveitando os algoritmos em Gomes et al. (2009, 2010),
avançamos com um algoritmo para estimação PORT-MVRB adapta-
tiva, i.e. para a escolha simultânea de k e q, e com uma aplicação dessa
metodologia aos dados ambientais anteriormente usados em Gomes et
al. (2010).
Referências
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Over Random Threshold Methodology for Tail Index and High Quantile
Estimation. Revstat 4:3, 227-247.
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Como é que a Estat́ıstica se distingue da
Matemática, e quais as consequências da

diferença?

João A. Branco

Departamento de Matemática e CEMAT, Instituto Superior Técnico

A ligação entre Estat́ıstica e Matemática nem sempre é feita de
forma clara. Nesta apresentação apontam-se razões que explicam por-
que é que as duas disciplinas são claramente diferentes. A evidência
de que a Estat́ıstica é distinta da Matemática não é aqui apresentada
com o intuito de argumentar que a Matemática não é importante para
a Estat́ıstica ou que a Estat́ıstica não deve fazer parte da formação
em matemática e dos programas de matemática. Pelo contrário, a Es-
tat́ıstica não sobrevive sem a Matemática e a Matemática tem muito
a ganhar se encarar a Estat́ıstica como um campo ideal onde encon-
trar contextos com significado para os conceitos matemáticos. Marcar
a diferença equivale a reconhecer que o ensino e a aprendizagem nas
duas disciplinas tem de levar em conta essa diferença. E para que isso
aconteça não podemos entender as ideias e conceitos estat́ısticos como
se fossem conceitos matemáticos.

Palavras-Chave: Matemática, Estat́ıstica, ensino, aprendizagem.
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Betices

Maria de Fátima Brilhante(a), Dinis Duarte Pestana(b)e Maria

Lúısa Rocha(c)

(a)Universidade dos Açores, DM, e CEAUL
(b)Universidade de Lisboa, DEIO e CEAUL

(c)Universidade dos Açores, DEG e CEEAplA

Seja um teste de hipóteses (X;H0, HA, C), onde X denota uma
amostra aleatória, H0 e HA a hipótese nula e a hipótese alternativa,
respectivamente, e C, um boreliano de Rn, é a região cŕıtica; em geral,
usa-se uma estat́ıstica de teste T tal que P[X ∈ C = P[T (X) ∈ C∗], em
que C∗ é um boreliano de R.

Se a distribuição amostral da estat́ıstica de teste T para FT ,
FT (T ) d= 1 − F(T ) _ Uniforme(0, 1), e esta uniformidade dos valo-

res de prova {Pk}nk=1, quando perspectivados como variáveis aleatórias
é a base dos métodos usados na construção de um valor de prova combi-
nado na avaliação meta-anaĺıtica de uma hipótese nula, harmonizando
resultados de testes independentes. Consequentemente, o ajustamento
por uma uniforme padrão ganhou um inesperado relevo.

Ao problema geral de escassez dos dados, junta-se em geral o do
viés de publicação, um fenómeno generalizado decorrente de o comum
das revistas em tenderem a publicar apenas trabalhos “com resultados
significativos”. Abordamos por isso a questão numa dupla perspec-
tiva: aumentar computacionalmente as amostras, e estudar situações
alternativas em que, usando X ≺ U , pseudo-valores de prova p ten-
dam a acumular-se próximo de 0. Neste contexto, a vasta famı́lia das
Beta(p, q), com a sua riqueza de formas grande concentração de pro-
babilidades próximo de 1 quando p ∈ (0, 1] e q > 1, é uma escolha
evidente para investigação de alternativas cred́ıveis.

No que se refere ao aumento computacional das amostras, usámos
os seguintes resultados:

1. Sejam U _ Unifome(0, 1) e X com suporte em [0,1] variáveis
aleatórias independentes.
Então W = min

(
U
X ,

1−U
1−X

)
_ Unifome(0, 1) e V = U + X −

I[U + X] _ Unifome(0, 1) (onde I[U + X] é a parte inteira de
U +X), qualquer delas independente de X.

2. Se X, W e V forem uniformes padrões independentes, então
Y = (XW )V _ Uniforme(0, 1).
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Por outro lado, no que se refere a investigar modelos de base
X ≺ U , usámos a famı́lia de variáveis aleatórias Xm que são com-
binação linear convexa de uma uniforme com uma Beta(1, 2) se m ∈
[−2, 0), ou Beta(2, 1) se m ∈ (0, 2], com coeficientes de mistura 1−|m2 |
e |m2 |, respectivamente. Note-se que se m ∈ [−2, 0) se tem Xm ≺ U , e
que m = 0 corresponde a um modelo uniforme padrão.

Provámos que min
(
Xm

Xp
, 1−Xm

1−Xp

)
d=Xmp

6
. Discutimos as consequên-

cias deste facto, conjuntamente com as propriedades extremais da uni-
forme padrão no que se refere à entropia, no que se refere ao aumento
computacional de amostras e efeito perverso que este aumento pode ter
na potência dos testes.

Ensinar Estat́ıstica nos dias de hoje (Aplicação
do software SPSS no ensino Secundário)

Śılvia da Conceição Gonçalves Fecheira1

Universidade Portucalense

O presente trabalho, de cariz investigatório, teve como principal
objectivo descrever, compreender e inovar o ensino da Estat́ıstica no
10.o ano de escolaridade do Ensino Oficial português.

Tentamos mostrar o quanto esta ciência é importante na desen-
voltura dos que se dizem o futuro do páıs, e dada a discordância ge-
neralizada quanto ao modo como a Estat́ıstica é ensinada (ou ausência
desta) nas escolas.

Partindo de algumas ideias já experimentadas, tentamos conciliar
um método diferenciado de ensino e aplicá-lo no ensino da Estat́ıstica
Descritiva. Deste modo ambicionamos ultrapassar as tão referidas difi-
culdades sentidas pelos professores no ensino da Estat́ıstica, desenvolver
o esṕırito cŕıtico dos alunos, dando-lhes uma perspectiva diferenciada
de aprendizagem.

Neste seguimento, desenvolvemos um manual de aplicação dos
conceitos necessários ao manuseamento do software SPSS, pois
entendemos que este tipo de ferramenta desperta nos alunos o entusi-
asmo pela disciplina, alargando os seus horizontes culturais, e com a
intenção de que no futuro estes obtenham vantagens socioprofissionais.

1Sob orientação: Dr.a Natércia Durão (Docente na Universidade Portucalense).



102 Probabilidades e Estat́ıstica

De forma a contribuir para atenuar as dificuldades dos alunos na
aprendizagem da Estat́ıstica, e por inerência na Matemática, foram
também propostas tarefas, metodologias e materiais, (apresen-
tações sugestivas em PowerPoint, sobre os conteúdos teóricos ne-
cessários ao entendimento desta ciência, o que nos permitiu uma trans-
missão de conhecimentos rápida, segura, ilustrativa e atrac-
tiva) que cremos, serem um meio impulsionador de captação da atenção
e do interesse dos aprendizes.

Globalmente, o ensino da unidade revestiu um carácter elucidativo,
tendo as suas opções metodológicas sido, essencialmente, influenciadas
pela tentativa de almejar a melhor leccionação posśıvel. Consideramos,
por isso, que a experiência foi bastante favorável, tanto para os alunos
como para o professor.

Distribuição de diâmetros com base na amostra
censurada

Ayana Mateus(a)e Margarida Tomé(b)

amf@fct.unl.pt, magatome@isa.utl.pt
(a)CMA, Departamento de Matemática, FCT, Faculdade de Ciências e Tecnologia,

Universidade Nova de Lisboa
(b)Centro de Estudos florestais (CEF)

ISA- Instituto Superior de Agronomia, Universidade Técnica de Lisboa

Um modelo de simulação do crescimento da floresta que inclui como
classe autónoma a simulação da distribuição de diâmetros apresenta
grandes vantagens, pois permite calcular com uma maior precisão o
volume por categorias de aproveitamento, sendo adicionalmente uma
ferramenta na estimação da biomassa e dos stocks de carbono. As-
sim, construiu-se um modelo relativo à distribuição de diâmetros, em
povoamentos de eucalipto, com recurso a uma função densidade de
probabilidade. Sabendo-se que os inventários florestais não efectuam
medições de árvores com diâmetros inferiores a um valor previamente
determinado, mas verificando-se a existência de um interesse crescente
de incluir as árvores de menores dimensões na avaliação dos povoa-
mentos, principalmente nos stocks de carbono, surge a necessidade de
desenvolver uma metodologia que permitisse estimar o volume e bio-
massa dessas árvores. Por outras palavras: se as únicas árvores que
foram medidas, são as que possuem um diâmetro d > d1, põe-se a
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questão de saber, qual o volume e biomassa das árvores cujo diâmetro
seja menor que d1. Em trabalhos anteriores, verificou-se que a distri-
buição de diâmetros dos povoamentos de eucalipto pode ser modelada
com uma função densidade de probabilidade, a Johnson SB . Uma vez
conhecidos os parâmetros da distribuição será posśıvel estimar o valor
do volume ou biomassa de qualquer povoamento, incluindo todas as
árvores. Esta estimativa é geralmente conseguida, quando se dispõe da
amostra completa, pelo método dos momentos, desde que se conheçam
o diâmetro mı́nimo e máximo, o diâmetro quadrático médio, a área ba-
sal, a mediana e o no de árvores por hectare. Neste trabalho faz-se um
primeiro teste à possibilidade de simular a distribuição de diâmetros
com base na amostra censurada que é recolhida nos inventários flores-
tais.
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Uma Aplicação do Modelo de Regressão Linear
Múltipla à Taxa de Insucesso Escolar em

Matemática

Rita Susana dos Santos Moreira

ritamoreira@moveissanmiguel.pt

Escola Secundária de Lousada

O insucesso escolar continua a ser um problema nacional, para o
qual as instituições de ensino devem estar atentas, procurando me-
lhorar em qualquer momento a qualidade dos seus alunos. Esta res-
ponsabilidade pode ser assumida de várias formas, sendo uma delas a
avaliação do desempenho curricular dos alunos, onde uma das vertentes
da análise do desempenho curricular remete para a caracterização do
insucesso escolar.

O desempenho escolar dos alunos na disciplina de Matemática é ex-
tremamente importante, uma vez que esta é uma disciplina fundamen-
tal no desenvolvimento das crianças e dos jovens. Ela faz-se presente em
diversas actividades que possibilitam o desenvolvimento do racioćınio
lógico, da criatividade e a capacidade de resolução de problemas, am-
pliando a possibilidade dos alunos compreenderem e transformarem a
realidade. No entanto, o percurso da aprendizagem da Matemática não
é fácil, quer para quem ensina, quer para quem se ensina. É necessário
haver um esforço de aprendizagem para que o aluno adquira as bases
necessárias para o ano seguinte e é também importante que o aluno per-
ceba que aprender exige esforço, trabalho e persistência. Outro factor,
que não é de menor importância, é o local onde se ensina. Todos estes
pontos carecem de uma actualização constante, pelo que investigá-los
deveria ser uma tarefa permanente.

Os professores devem estar atentos ao desenvolvimento dos seus
alunos, qualquer que seja a escola ou o ńıvel de ensino que estejam a
leccionar, e realizar, sempre que posśıvel, estudos que possibilitem a
sua permanente actualização.

Assim, constatando-se uma elevada taxa de insucesso na disciplina
de Matemática na Escola Básica dos 2.o e 3.o Ciclos de Rebordosa,
surgiu a necessidade de identificar os reais factores da situação.

Partindo de uma amostra de 199 alunos (dimensão escolhida ao
acaso) distribúıdos do 2.o ao 3.o ciclo (51 do 5o ano, 43 do 6o ano, 36
do 7o ano, 24 do 8o ano e 45 do 9o ano), a qual representou aproxi-
madamente 27% dos alunos da Escola Básica dos 2.o e 3.o Ciclos de
Rebordosa, analisou-se o ńıvel sócio-económico, o percurso escolar, a
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identificação (sexo e ano de escolaridade), a motivação e a auto-estima,
os hábitos de estudo, a envolvência das famı́lias e a eficácia da Escola.

Os dados foram recolhidos em Junho de 2006 através de um ques-
tionário e para a análise e tratamento dos dados utilizou-se, como
método estat́ıstico, o modelo de regressão linear múltipla de forma a
poder validar as relações escola-famı́lia, tendo em vista a sua implicação
nos resultados escolares na disciplina de Matemática. Para processar os
dados foi utilizado o software Statistical Package for the Social Sciences
(SPSS 15.0).

A partir do modelo que procurou explicar o insucesso dos alu-
nos da Escola Básica dos 2.o e 3.o ciclos de Rebordosa à disciplina
de Matemática, constatou-se que os alunos, com melhores resultados
no desempenho escolar na disciplina de Matemática, são aqueles cu-
jas famı́lias estão envolvidas e manifestam interesse e gosto pela sua
aprendizagem, mostram vontade de seguir um percurso escolar, não
apresentam retenções, ocupam os tempos livres com actividades que
os ajudam no seu desenvolvimento e as mães têm um maior ńıvel de
escolaridade. Por outro lado, os resultados escolares são piores nos
alunos que pretendem trabalhar no final do 3o ciclo, e as sucessivas
retenções, que actuam sobre a auto-estima e motivação para o estudo,
levam a obter cada vez piores resultados, provocando o abandono es-
colar prematuro. O facto de as famı́lias não mostrarem interesse pela
aprendizagem dos seus educandos é um dos factores de maior impacto
nos fracos resultados obtidos na disciplina de Matemática.

Palavras-chave: Ensino da Matemática, Regressão Linear Múltipla

Misturas de Gaussianas e Distribuição t de
Student em Finanças

Miguel Martins Felgueiras
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CEAUL e ESTG do Instituto Politécnico de Leiria

Em finanças é habitual a análise da evolução dos ı́ndices de preços,
nomeadamente de

xt = ln (Xt)− ln (Xt−1)

onde Xt representa o valor do ı́ndice no final do dia t. O ajustamento de
modelos aos dados tem sido uma questão importante, e vários modelos
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(habitualmente de caudas pesadas) têm sido considerados apropriados,
tais como misturas de gaussianas, t de Student, estável paretiano, hi-
perbólico generalizado e logF generalizado, entre outros (Beher and
Pötter, 2009; Kon, 1984; Fama, 1965).

Naturalmente que as misturas de gaussianas, pela sua flexibilidade,
tendem a ser cada vez mais usadas, pois abarcam diversas combinações
de assimetria e achatamento, sendo por isso úteis para analisar as es-
pecificidades dos diferentes ı́ndices. Têm ainda a vantagem de ter sem-
pre variância finita (tal como a t de Student para n > 2), o que não
acontece, por exemplo, com a estável paretiana. No entanto, a mais
valia obtida com a complexidade destes modelos pode ser questionável,
nomeadamente quando os dados são aproximadamente simétricos. É
ainda dif́ıcil escolher, de forma objectiva, o número de componentes da
mistura.

Usando o sistema de Pearson, mostramos neste trabalho que quando
as componentes da mistura têm a mesma média esta pode ser aproxi-
mada a uma t de Student, com parâmetros de localização e escala não
estandardizados. Um exemplo da qualidade da aproximação é realizado
utilizando os dados do S&P 500 stock index (1950 - 2009), que têm a
vantagem de ser quase simétricos e com elevada kurtosis, independen-
temente do peŕıodo de tempo considerado. Para estes dados, foram
ajustadas misturas de gaussianas com duas, três e quatro componentes
bem como a distribuição t de Student, com parâmetros de localização
e escala não estandardizados. A comparação entre os modelos obti-
dos é realizada através das estat́ısticas AIC e BIC, verificando-se que
o modelo t de Student é prefeŕıvel em grande parte das situações.

Palavras-Chave: ajustamento de distribuições, sistema de Pearson,
S&P 500 stock index.
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O Filtro Espectral Singular e a Datação do
Ciclo Económico dos EUA

Miguel de Carvalho(a,b)1, Paulo C. Rodrigues(b)e António Rua(c)

(a,b)CEAUL - Universidade de Lisboa
(b)CMA - Universidade Nova de Lisboa

(c)Banco de Portugal

A monitorização do desenvolvimento económico é uma actividade
preponderante para a condução óptima do exerćıcio poĺıtico, nome-
adamente para bancos centrais, autoridades fiscais e outros agentes
económicos tais como intermediários financeiros, empresas e famı́lias.
No entanto, a avaliação do ciclo económico não é uma tarefa trivial
uma vez que a componente ćıclica é uma variável não observada.

Este trabalho incide sobre o ciclo económico de uma das economias
mais importantes do mundo - os EUA. Fazemos uso de métodos espec-
trais singulares de modo a decompor a medida mais ampla de actividade
económica - o Produto Interno Bruto - em várias componentes de inte-
resse. As caracteŕısticas tipo band pass do filtro espectral singular são
aqui exploradas de modo a estudar o ciclo económico dos EUA.

A componente ćıclica obtida é testada através da comparação com
os peŕıodos de contracção dos EUA, datados pelo US Business Cycle
Dating Committee do National Bureau of Economic Research (NBER).
Além disso são ainda realizadas comparações com alguns dos métodos
mais populares na literatura, nomeadamente os filtros Hodrick-Prescott
e Baxter-King.

1O trabalho descrito neste resumo foi desenvolvido durante uma visita de Miguel
de Carvalho ao Departamento de Estudos Económicos do Banco de Portugal. A
opinião expressa neste trabalho é a dos autores e não coincide necessariamente com
a posição do Banco de Portugal.
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O ı́ndice de cruzamentos: propriedades e
inferência

Ana Paula Martins

amartins@ubi.pt

Departamento de Matemática, Universidade da Beira Interior

Para uma sucessão estacionária X = {Xn}n≥1, o ı́ndice de cruza-
mentos η relaciona o limite do número médio de excedências τ de ńıveis
elevados un por X1, . . . , Xn e o limite do número médio de cruzamentos
ν, do mesmo ńıvel, através da relação η = τ

ν θ, onde θ é o ı́ndice extremal
de X. Este parâmetro introduzido por Ferreira (2006) é uma medida
do agrupamento de cruzamentos ascendentes de um ńıvel elevado pelas
variáveis em X e, mediante certas condições, pode ser aproximado pelo
inverso da dimensão média dos grupos de cruzamentos.

Analisamos outras propriedades do ı́ndice de cruzamentos e apre-
sentamos um estimador para este parâmetro, sob a validade de uma
condição de dependência local.
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Um chuto na biodiversidade: quando a Liga
Sagres encontra a Ecologia

Nuno Sepúlveda

nunosep@gmail.com

Centro de Estat́ıstica e Aplicações da Universidade de Lisboa

Um dos grandes objectivos em Ecologia consiste em estimar o núme-
ro de espécies a residir num determinado habitat através de uma amos-
tra de dimensão limitada. Com este objectivo, é recorrente utilizar-se
os conhecidos modelos poissonianos de abundâncias em que o número
amostrado de indiv́ıduos de uma determinada espécie segue uma distri-
buição de Poisson com uma taxa de amostragem que pode ela própria
ser distribúıda probabilisticamente. Nesta apresentação dá-se um chuto
à biodiversidade para o campo do futebol, analisando a tabela dos
marcadores da Liga Sagres da época 2009/2010 através dos modelos
acima referidos. No presente cenário os jogadores são considerados
como espécies e os seus golos marcados as respectivas abundâncias. A
análise estat́ıstica visa então estimar o número de jogadores que alinha-
ram nalgum jogo ao longo das jornadas da Liga e encontrar o melhor
modelo para os dados. Para atingir este objectivo inferencial, utiliza-se
o método de máxima verosimilhança através do pacote PAM para a lin-
guagem R recentemente desenvolvido para a estimação da diversidade
de receptores de linfócitos T.

Estimação semi-paramétrica de quantis elevados
usando o método dos momentos ponderados de

probabilidade

Frederico Caeiro† e Dora Prata Gomes
† fac@fct.unl.pt

DM e CMA, Faculdade de Ciências e Tecnologia, Universidade Nova de Lisboa

Vamos admitir que F é um modelo com cauda de tipo Pareto, ou
seja, que 1 − F (x) ∼ (C/x)1/γ , x → ∞. Dada uma uma amostra
aleatória X1, X2, . . . , Xn de uma população com distribuição F , vamos
denotar as estat́ısticas ordinais por X1:n ≤ X2:n ≤ . . . ≤ Xn:n. Os
estimadores clássicos do parâmetro de forma, γ, e do parâmetro de es-
cala, C, baseados na amostra das maiores k + 1 observações Xn:n ≥
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Xn−1:n ≥ . . . ≥ Xn−k:n são os estimadores de Hill [3] e de Weissman
[4], respectivamente. Estes estimadores possuem usualmente viés ele-
vado, o que dificulta a escolha de número de estat́ısticas ordinais a
utilizar na estimação. Por esta razão têm surgido na literatura novos
estimadores com melhor comportamento que os estimadores clássicos.
Recentemente Caeiro and Gomes [1] estudaram novos estimadores semi-
parametricos de γ e de C obtidos através do método dos método dos
momentos ponderados de probabilidade [2]. Esses estimadores apenas
são válidos quando γ < 1.

Neste trabalho estudamos novos estimadores semi-parametricos de
γ e C obtidos através do método dos momentos ponderados de probabi-
lidade, válidos para qualquer valor de γ. Com base nestes estimadores,
apresentamos também um estimador de um quantil elevado χp, um
valor que é ultrapassado com probabilidade p = pn → 0.

Palavras-Chave: Estat́ısticas Ordinais, Estimação semi-parametrica;
Cauda pesada; Quantil elevado.

Referências

[1] Caeiro, F. and Gomes, M.I. (2010). Semi-Parametric Tail Inference
through Probability-Weighted Moments. Submetido.

[2] Greenwood, J. A,, Landwehr, J. M., Matalas, N. C., and Wallis,
J. R. (1979). Probability Weighted Moments: Definition and Rela-
tion to Parameters of Several Distributions Expressable in Inverse
Form. Water Resources Research, 15, 1049-1054.

[3] Hill, B.M. (1975). A simple general approach to inference about
the tail of a distribution. The Annals of Statistics, 3, 1163-1174.

[4] Weissman, I. (1978). Estimation of parameters and large quantiles
based on the k largest observations. J. Amer. Statist. Assoc. 73,
812-815.



Probabilidades e Estat́ıstica 111

Algumas Propriedades Assintóticas dos
Estimadores Jackknife
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Neste estudo procura-se realizar uma abordagem introdutória de
algumas das propriedades assintóticas satisfeitas pelos estimadores ob-
tidos com recurso a um dos mais populares métodos de reamostragem
utilizados em estat́ıstica matemática, o Jackknife.

O método de estimação pontual do Jackknife, contrariamente a ou-
tras metodologias, não exige um modelo perfeitamente especificado,
permitindo contudo obter estimadores com viés ou ordem de viés infe-
rior ao do estimador, não cêntrico, inicial.

O prinćıpio do método do Jackknife, cujo desenvolvimento pode
ser atribúıdo a Tukey (1958), consiste em utilizar a amostra inicial
repetidas vezes, suprimindo uma observação em cada uma das vezes,
para obter vários valores para o estimador do parâmetro, θ, a estimar.

Tais valores são em seguida usados para propor um valor “médio”pa-
ra o parâmetro.

Esta técnica terá sido inspirada na pesquisa de valores aberrantes
e permite, de certo modo, apreciar a contribuição de cada uma das
observações para o valor do estimador.

Historicamente, as propriedades assintóticas do estimador Jackknife
foram, pela primeira vez, sugeridas por Tukey (1958).

Este autor conjecturou que os pseudo-valores, Ji
(
θ̂n

)
, i = 1, 2, ..., n,

do Jackknife ordinário, J
(
θ̂n

)
, poderiam ser considerados como va-

riáveis aleatórias aproximadamente independentes e identicamente dis-
tribúıdas e tendo aproximadamente a mesma variância que o estimador√
nθ̂n.

Sob aquela conjectura, é então natural pensar-se no estudo do com-
portamento assintótico da variável aleatória real

J
(
θ̂n

)
− θ√√√√ 1

n(n−1)

n∑
i=1

[
Ji

(
θ̂n

)
− J

(
θ̂n

)]2 ,
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já que a variância de J
(
θ̂n

)
pode ser aproximada por

1
n(n− 1)

n∑
i=1

[
Ji

(
θ̂n

)
− J

(
θ̂n

)]2
.

Na abordagem do presente estudo, uma vez formulados os conceitos
de Jackknife ordinário, J

(
θ̂n

)
, e de Jackknife generalizado, GR

(
θ̂n

)
,

e apresentado o método de Quenouille, serão expostos alguns resulta-
dos que nos permitem obter o comportamento assintótico da variável
aleatória real

GR

(
θ̂n

)
− θ√√√√ 1

n(n−1)

n∑
i=1

[
GR,i

(
θ̂n

)
−GR

(
θ̂n

)]2 ,

no caso particular em que o parâmetro θ é uma função da média da
população em estudo.

Mais concretamente, abordaremos dois teoremas conducentes a um
último teorema que toma a forma que se segue.

Teorema.
Seja (X1, ..., Xn) uma n-amostra de uma variável aleatória real, X,

de média µ e variância finita σ2.
Consideremos θ̂n = f(Xn) como estimador de θ = f(µ), em que

f é uma função real de variável real tal que d
dxf e d2

dx2 f são funções
cont́ınuas definidas numa vizinhança de µ, com d

dxf(x)
∣∣
x=µ

6= 0,
d2

dx2 f(x)
∣∣∣
x=µ
6= 0.

Suponhamos que se toma R(n) = O[(n−1)(1−R(n))] no estimador
GR

(
θ̂n

)
.

Então tem-se

(
n

n− 1

) 1
2 R(n)

1−R(n)

[
GR

(
θ̂n

)
− θ
]

{
n∑
i=1

[
GR,i

(
θ̂n

)
−GR

(
θ̂n

)]2} 1
2

L−→ N(0, 1),

quando n→∞.
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Um Modelo Semi-paramétrico de Regressão
Loǵıstica
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A verosimilhança local é um conceito que foi sugerido por Tibshirani
e Hastie (1987). Staniswalis (1989), e Fan, Heckman e Wand (1995)
extenderam este conceito ao alisador de núcleo e à regressão polinomial
local de núcleo.
Neste trabalho, apresenta-se um estimador de máxima verosimilhança
local, tendo como base a regressão loǵıstica. Pretende-se que este esti-
mador semi-paramétrico seja uma alternativa ao modelo (paramétrico)
de regressão loǵıstica, não dependente de condições de regularidade
nem da correcta especificação do modelo.
Para simplificar, considere-se apenas um regressor cont́ınuo, X. A vi-
zinhança local é estabelecida pela largura de banda, h, e pela função
núcleo, K(·). Considere-se uma variável aleatória binária, Y , com su-
porte {0, 1}. No âmbito da regressão loǵıstica, a média condicional de
Y é dada por

E[Y |X = xi] = pi =
exp {m(xi)}

1 + exp {m(xi)}
,

em quem(xi) é uma função desconhecida de interesse a ser estimada por
alisamento polinomial local. Considerando, sob determinadas condições
de regularidade, o desenvolvimento de Taylor de grau um como uma
aproximação de m(xi), em que xi está numa vizinhança de x, tem-se

λ(xi) ≈ exp [β0 + β1(xi − x)] .

No âmbito da regressão loǵıstica, o logaritmo da função verosimilhança
local é dado por

L(β0, β1|x,y, x, h) = h−1
n∑

i=1

{(yi log pi + (1− yi) log(1− pi))K{(x− xi)/h}} .

O estimador de máxima verosimilhança local com base na regressão
loǵıstica é obtido pela solução das condições de primeira ordem para o
máximo da função log-verosimilhança:

n∑
i=1

{(
yi −

exp [β0 + β1(xi − x)]
1 + exp [β0 + β1(xi − x)]

)
K{(x− xi)/h}

}[
1

xi − x

]
=
[

0
0

]
.
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Há o problema da selecção da largura de banda. Dois métodos posśıveis
são a partição da amostra em duas subamostras, uma subamostra de
treino (ou aprendizagem) e uma amostra de validação (ou teste), ou a
validação cruzada (Gyorfi et al., 2002), o que significa a utilização de
uma parte da amostra para obter informação acerca da outra. O viés, a
variância e a distribuição assintótica podem ver-se em Santos (2005) e
Santos e Neves (2007). Os procedimentos de estimação e de inferência
podem ver-se em Fan, Farmen e Gijbels (1998).
Este trabalho é resultado do progresso entretanto obtido dos trabalhos
de Santos (2005) e Santos e Neves (2007). Este trabalho é ilustrado
com dois exemplos: modelação de dados de HIV fornecidos por van
den Broek (1995) e a modelação de dados de poluição marinha por
TBT, que origina a ocorrência de imposexo (Rato et al., 2009)
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Estimation of a quarterly model with annual
sample selection
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This work aims at developing a semi-parametric methodology for
the estimation of a non-linear quarterly panel data model with annual
sample selection.

A random annual sample is used to build a semi-parametric sample
selection model that allows consistent estimation of the quarterly para-
meters from the non-random samples. The correction of the quarterly
estimates is achieved through an extension of the model introduced by
Kiriazidou [1].

The extension is two-fold. First, the non-negative nature of the
data leads to the development of a non-linear model. In fact, as poin-
ted out in Santos Silva and Tenreyro [2], applying a linear model to
the log-transformed data, despite being common practice, is not re-
commended as induces inconsistency of the estimates of at least the
intercept parameter. The second extension is necessary due to the
selection mechanism, since the non-random selection of the quarterly
observations is done annually, therefore the frequency of the data and
of the selection do not coincide.

The proposed estimator is obtained through a two-step procedure
with semi-parametric weights, where the selection equation is based on
a continuous random variable, allowing for unobserved heterogeneity.
The methodology is applied to the estimation of a quarterly model for
sales, using a Portuguese quarterly firms panel survey.
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6 Curso Acreditado

6.1 Introdução

O curso de Tecnologias no Ensino da Matemática funcionará tendo
como pano de fundo o Encontro Nacional da Sociedade Portuguesa de
Matemática e o 3a Mat–Oeste: Matemática na Região Oeste, a realizar
na Escola Superior de Tecnologia e Gestão do Instituto Politécnico de
Leiria nos dias 8, 9 e 10 de Julho de 2010. O curso está devidamente
acreditado pelo Conselho Cient́ıfico Pedagógico da Formação Cont́ınua
(CCPFC), e resulta da colaboração entre o Centro de Formação da
SPM e o Centro de Competência “Entre Mar e Serra”.

Destinatários: Professores de matemática do ensino básico e se-
cundário. Duração do Curso: 15 horas (0, 6 créditos) e está dividido
em 3 blocos distintos:

1. Mat–Oeste (3,5 horas)

O Mat-Oeste – Matemática na Região Oeste – é um evento or-
ganizado pelo Departamento de Matemática da Escola Superior
de Tecnologia e Gestão do Instituto Politécnico de Leiria, com o
objectivo de promover a divulgação, discussão e partilha de ideias
e experiências sobre temas de matemática. É dirigido a docentes
de todos os ńıveis de ensino. Este ano terá lugar a 3a edição, in-
corporada no Encontro Nacional da SPM e será dedicada ao tema
da Geometria.

2. Dois Cursos de Formação de 3h15m (totalizando 6, 5 horas), a
escolher duas de quatro opçõoes abaixo indicadas.

3. Mesa redonda do Ensino + Sessões temáticas do Ensino (totali-
zando 5 horas)



Curso Acreditado 117

6.2 Sessões Mat–Oeste

09:50-10:30 Paulo Almeida (Universidade Técnica de Lisboa):
Geometria Não Comutativa e Aritmética: uma introdução

10:45-11:25 Maria Elfrida Ralha (Universidade do Minho):
Geometria José Anastácio da Cunha (1744-1787)

e os seus Prinćıpios de Geometria tirados dos de Euclides:
De onde vimos? Para onde vamos?...

11:25-12:00 Ana Breda (Universidade de Aveiro):
Pavimentações planares e esféricas.
Simetria: um poder aglutinador

12:00-13:00 Sessão de posters da 2.a edição do Prémio Doutor
Pedro Matos
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6.3 Cursos de Formação

9 de Julho, 6a feira, 14:30-17:45

- Matemática com Quadros Interactivos
Formador: Carlos Manuel Ferreira Pereira dos Santos

- Geometria Plana
Formador: Pedro Manuel Leal Alberto

- Sensores e Modelação
Formador: Maria da Conceição Ferreira dos Santos

10 de Julho, Sábado, 09:00-12:15

- Matemática com Quadros Interactivos
Formador: Hilda de Pablo Leonardo

- Matemática no Excel
Formador: Alda Cristina Jesus Valentim Nunes de Carvalho

- Matemática no Excel
Formador: Carlos Manuel Ferreira Pereira dos Santos

- Geometria Plana
Formador: Pedro Manuel Leal Alberto
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Matemática com Quadros Interactivos

Centro de Formação da SPM

1. Potencialidades pedagógicas e didácticas do quadro interac-
tivo no ensino da Matemática;

2. Menus e ferramentas do quadro interactivo;

3. Interactividade: quadro interactivo / computador:

4. Exploração de documentos em vários formatos (apresentações
ppt e e.books, por exemplo);

5. Software espećıfico (Geometria . Cabri3D, Cinderella, Geo-
Gebra, GSP ou Poly . e Funções . Nucalc ou Winplot);

6. Jogos e testes interactivos (QuizFaber ou HotPotatoes).

Matemática no Excel

Centro de Formação da SPM

1. Exploração inicial do software;

2. Análise e construção de exemplos propostos: na estat́ıstica,
nas MACS, nas probabilidades, em outros temas.
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Geometria plana

Centro de Competência “Entre Mar e Serra”

Tema único: Utilização variado de software geométrico:
GeoGebra, Geometer’s Sketchpad, Cabri.

Sensores e Modelação

Centro de Competência “Entre Mar e Serra”

1. Sensores de movimento: actividades várias;

2. Sensores de temperatura: actividades várias.


